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1
Βέλτιστος σχεδιασµός των κατασκευών 

 
 

1.1 Εισαγωγή 
 

Καθ’ όλη τη διάρκεια της παρουσίας του στη γη, ο άνθρωπος χρειάστηκε να δηµιουργήσει 

διάφορες κατασκευές, προκειµένου να καλύψει τις συνεχώς αυξανόµενες ανάγκες του. Ως 

“κατασκευή”, βλέποντάς την από τη σκοπιά της µηχανικής των κατασκευών, ορίζεται εκείνη 

η διευθέτηση των υλικών που εξυπηρετεί στην ανάληψη µηχανικών φορτίων. Η λέξη 

“εξυπηρετεί” στον παραπάνω ορισµό, έχει την έννοια της αντοχής και της λειτουργικότητας. 

Ο ορισµός αυτός είναι ιδιαίτερα γενικός, συµπεριλαµβάνει δε όλα τα γνωστά µας ήδη 

κατασκευών, όπως κτίρια, γέφυρες, αεροσκάφη, σκελετούς ζώντων οργανισµών και φυτών 

κ.α. Ο όρος “διευθέτηση των υλικών”, υπονοεί ότι στο εξής δεν υφίσταται διαχωρισµός των 

υλικών από τη µία και των κατασκευών από την άλλη, καθώς τα ίδια τα υλικά, διευθετηµένα 

κατά τον κατάλληλο τρόπο (σχεδιασµός), αποτελούν την κατασκευή στο σύνολό της. 

Οι βασικές απαιτήσεις που τίθενται γενικά για µία κατασκευή, είναι αυτές της 

αντοχής και της λειτουργικότητας. Σκοπός του µηχανικού ήταν ανέκαθεν η αυστηρή τήρηση 

των παραπάνω περιορισµών, σε συνδυασµό όµως µε την ικανοποίηση – κατά το δυνατό – 

και άλλων, κυρίως οικονοµικής φύσεως απαιτήσεων µε τελικό στόχο τη µέγιστη δυνατή 

απόδοση του έργου. Έτσι, ο βέλτιστος σχεδιασµός, είναι το αντικείµενο έρευνας κάθε 

µηχανικού ο οποίος στοχεύει στη σχεδίαση ενός µηχανήµατος, ενός εξαρτήµατος ή ενός 

κτιρίου το οποίο καλείται να εξυπηρετήσει κάποιες λειτουργικές ανάγκες. Βέλτιστος 

ονοµάζεται ένας σχεδιασµός ο οποίος ικανοποιεί τις κατασκευαστικές προδιαγραφές και τις 

λειτουργικές απαιτήσεις, ενώ ταυτόχρονα ελαχιστοποιεί συγκεκριµένα κριτήρια, όπως είναι 
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το κόστος και το βάρος της κατασκευής. Ως βελτιστοποίηση κατασκευών, µπορεί να οριστεί 

η λογική διαδικασία διερεύνησης κάποιου σχεδιασµού ο οποίος να υπερτερεί από κάθε άλλη 

λύση µέσα σε ένα πλαίσιο αντικειµενικών, γεωµετρικών και χαρακτηριστικών περιορισµών. 

Η εφαρµογή της βελτιστοποίησης, αν και πάντα φάνταζε ως η ιδανική λύση στο 

µυαλό του µηχανικού, ήταν µέχρι πριν από λίγα χρόνια δύσκολη έως αδύνατη, λόγω της 

ανυπαρξίας µεθόδων και κατάλληλων υπολογιστικών µέσων που θα βοηθούσαν στην 

υλοποίηση του δύσκολου αυτού στόχου. Έτσι, παραδοσιακά ο σχεδιασµός µιας κατασκευής 

βασιζόταν στην εµπειρία του µηχανικού – σχεδιαστή και σε παραµετρικές διερευνήσεις 

τύπου “δοκιµής και διόρθωσης” (trial and error). 

Η ανάγκη επίτευξης όλο και οικονοµικότερων σχεδιασµών σε συνδυασµό µε την 

αύξηση της πολυπλοκότητας αλλά και του µεγέθους των προβληµάτων οδήγησε στην 

αναζήτηση αυτοµατοποιηµένων µεθόδων σχεδιασµού µε την υιοθέτηση και εφαρµογή 

γενικών αλγορίθµων βελτιστοποίησης και την αξιοποίηση των εξελίξεων στην ακµάζουσα 

τα τελευταία χρόνια τεχνολογία των ηλεκτρονικών υπολογιστών. Έτσι, σήµερα πλέον, ο 

µηχανικός έχει στη διάθεσή του µία πληθώρα µεθόδων και εργαλείων για την επίλυση 

προβληµάτων βελτιστοποίησης, ενώ παράλληλα η έρευνα πάνω στο αντικείµενο συνεχίζει 

να ευδοκιµεί. Με τον τρέχοντα ρυθµό δε της εξέλιξης στις επιδόσεις των ηλεκτρονικών 

υπολογιστών, διαφαίνεται ξεκάθαρα ότι στο άµεσο µέλλον η αντιµετώπιση και η επίλυση 

των δύσκολων υπολογιστικά προβληµάτων βελτιστοποίησης θα είναι υπόθεση ρουτίνας για 

τον µηχανικό. 

Η βελτιστοποίηση διαφέρει σηµαντικά από την ανάλυση. Η ανάλυση αποσκοπεί στην 

εύρεση της απόκρισης της κατασκευής για µία και µόνο επιλογή των χαρακτηριστικών της 

µεγεθών και υπό το καθεστώς των φορτίων που την καταπονούν, ενώ αντιθέτως κατά τη 

βελτιστοποίηση δοκιµάζονται πολλές χαρακτηριστικές προσοµοιώσεις της κατασκευής έτσι 

ώστε να προκύψει η γεωµετρία εκείνη για την οποία τηρούνται µεν οι κατασκευαστικές 

απαιτήσεις, ελαχιστοποιείται δε η τιµή κάποιου χαρακτηριστικού και κρίσιµου µεγέθους – 

συνηθέστερα του βάρους της κατασκευής. 

Στόχος του σχεδιαστή – µηχανικού κατά τη διαδικασία της βελτιστοποίησης, είναι η 

εξεύρεση ενός συνδυασµού ανεξάρτητων µεταβλητών που λαµβάνουν πραγµατικές ή 

ακέραιες τιµές και ονοµάζονται παράµετροι ή µεταβλητές σχεδιασµού (design variables), έτσι 

ώστε να ελαχιστοποιηθεί (ή να µεγιστοποιηθεί) η αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος 

(objective function). Τα προβλήµατα βελτιστοποίησης στην επιστηµονική περιοχή της 

υπολογιστικής µηχανικής, συνήθως υπόκεινται σε περιορισµούς, όπως είναι το εύρος µέσα 
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στο οποίο κινούνται οι παράµετροι σχεδιασµού (move limits) το οποίο καθορίζει το χώρο 

αναζήτησης, αλλά και άλλες συναρτήσεις περιορισµών (constraint functions), όπως λόγου 

χάρη τάσεων και παραµορφώσεων, οι οποίες καθορίζουν τον χώρο των αποδεκτών λύσεων 

του προβλήµατος. 

1.2 Ιστορική αναδροµή 
 

Πολλοί ερευνητές, έχουν καταπιαστεί κατά καιρούς µε το πρόβληµα του βέλτιστου 

σχεδιασµού των κατασκευών. Κατά τον 16ο αιώνα, ο Leonardo da Vinci και ο Γαλιλαίος 

ερεύνησαν το πρόβληµα της βελτιστοποίησης κατασκευών χρησιµοποιώντας µοντέλα αλλά 

και πραγµατικές κατασκευές σε κλίµακα 1:1. Κατά τον 17ο και 18ο αιώνα, ερευνητές όπως 

ο Νεύτωνας (Newton), ο Lagrange και ο Euler παρήγαγαν βέλτιστους σχεδιασµούς 

κατασκευών χρησιµοποιώντας αριθµητικές µεθόδους βασισµένες σε ένα κριτήριο 

βελτιστοποίησης το οποίο απαιτούσε η αντοχή να είναι κατά το δυνατόν οµοιόµορφα 

κατανεµηµένη σε όλα τα µέρη της κατασκευής. Ο Maxwell στα τέλη του 19ου και ο Michell 

στις αρχές του 20ου αιώνα πραγµατοποίησαν τις πρώτες αναλυτικές διαδικασίες στη 

βελτιστοποίηση κατασκευών, µε στόχο την ελαχιστοποίηση του βάρους. Για πρώτη φορά ο 

Schmidt (1960) έκανε µία περιεκτική παρουσίαση της χρήσης µαθηµατικά 

προγραµµατιζόµενων τεχνικών για την επίλυση µη γραµµικών – ανισοτικών προβληµάτων 

µε περιορισµούς, για τον σχεδιασµό ελαστικών κατασκευών υπό την επίδραση πολλαπλών 

φορτίσεων. Από τότε πολλές µέθοδοι και τεχνικές έχουν αναπτυχθεί από διάφορους 

ερευνητές για την επίλυση προβληµάτων βελτιστοποίησης. 

 

1.3 Μαθηµατικό µοντέλο βελτιστοποίησης 
 

Τα προβλήµατα βέλτιστου σχεδιασµού κατασκευών χαρακτηρίζονται από µία ευρεία γκάµα 

τύπων αντικειµενικής συνάρτησης και συναρτήσεων περιορισµών, οι οποίες συνήθως είναι 

έµµεσες ή πεπλεγµένες µη γραµµικές συναρτήσεις, µεγάλου βαθµού µη γραµµικότητας ως 

προς τις µεταβλητές σχεδιασµού. Αυτές οι συναρτήσεις είναι συνήθως ασυνεχείς και µη 

κυρτές (non-convex) µε αποτέλεσµα τα προβλήµατα αυτά να εµφανίζουν συχνότατα πολλά 

τοπικά ελάχιστα. Λόγω των εγγενών δυσχερειών των προβληµάτων αυτών, ακόµα και η 

εύρεση ενός τοπικού ελαχίστου δεν αποτελεί εύκολη υπόθεση για τους αλγόριθµους 
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βελτιστοποίησης. Η σωστή µαθηµατική διατύπωση ενός προβλήµατος βελτιστοποίησης 

αποτελεί ίσως το πιο σηµαντικό και κρίσιµο βήµα για την εύρεση του βέλτιστου 

σχεδιασµού. 

Γενικά, παρόλο που το είδος των παραµέτρων σχεδιασµού, της αντικειµενικής 

συνάρτησης και των συναρτήσεων περιορισµού µπορεί να διαφέρει σηµαντικά, η 

µαθηµατική διατύπωση των προβληµάτων αυτής της κατηγορίας µπορεί να γίνει µε έναν 

ενιαίο και κοµψό τρόπο. Η γενική µαθηµατική διατύπωση ενός προβλήµατος 

βελτιστοποίησης µε τη µορφή ενός προβλήµατος µη γραµµικού προγραµµατισµού (Non 

Linear Programming – NLP) είναι η ακόλουθη: 
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όπου sr  είναι το διάνυσµα των n µεταβλητών (παραµέτρων) σχεδιασµού, )s(F r  είναι η 

αντικειµενική συνάρτηση της οποίας αναζητούµε την ελάχιστη (ή τη µέγιστη) τιµή, li και ui 

είναι αντίστοιχα το κάτω (lower) και το άνω (upper) όριο της µεταβλητής σχεδιασµού i και 

)s(gi
r , )s(h k

r  είναι οι συναρτήσεις περιορισµών ανισοτήτων (m το πλήθος) και ισοτήτων (t 

το πλήθος), αντίστοιχα. 

 

1.3.1 Μεταβλητές σχεδιασµού 
 

Οι παράµετροι εκείνες οι οποίες όταν λάβουν συγκεκριµένη τιµή καθορίζουν πλήρως έναν 

σχεδιασµό, ονοµάζονται µεταβλητές σχεδιασµού. Οι µεταβλητές σχεδιασµού ενδέχεται να 

είναι είτε συνεχείς, είτε διακριτές οπότε επιτρέπεται να λάβουν συγκεκριµένες και µόνον 

τιµές. Στη δεύτερη περίπτωση, η µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος της 

βελτιστοποίησης διαφοροποιείται, καθώς απαιτείται να συµπεριληφθεί ο επιπλέον 

περιορισµός: 
 

  n,,2,1i,Rs d
ii K=∈  

 

(1.1)

(1.2)



Πρώτο Κεφάλαιο Βέλτιστος σχεδιασµός των κατασκευών 
 

5

 

όπου d
iR  είναι το διακριτό πεδίο τιµών της µεταβλητής σχεδιασµού si. Η χρησιµοποίηση 

διακριτών τιµών είναι πολύ συχνή στον βέλτιστο σχεδιασµό κατασκευών κυρίως ραβδωτών 

φορέων όπου οι διατοµές που διατίθενται στο εµπόριο είναι τυποποιηµένες και έχουν 

συγκεκριµένες προδιαγραφές. 

Η επιλογή των παραµέτρων σχεδιασµού µε τις οποίες περιγράφονται διαστάσεις 

διατοµών, σταθερές υλικών, παράµετροι σχήµατος και τοπολογίας, είναι πολύ σηµαντική για 

την αποτελεσµατικότητα των µεθόδων βελτιστοποίησης. Ο µηχανικός µε την επιλογή των 

παραµέτρων σχεδιασµού καθορίζει εκ των προτέρων σε ποια τµήµατα της κατασκευής θα 

γίνουν βελτιωτικές παρεµβάσεις και µε ποιόν τρόπο θα πραγµατοποιηθούν οι µετατροπές 

στα τµήµατα αυτά κατά τη διάρκεια της διαδικασίας βελτιστοποίησης. 

Μία συνηθισµένη τεχνική που χρησιµοποιείται για προβλήµατα µε µεγάλο πλήθος 

παραµέτρων σχεδιασµού είναι η οµαδοποίησή τους. Με αυτόν τον τρόπο αντιµετωπίζονται 

αφενός κατασκευαστικές απαιτήσεις (συµµετρία, ταχύτητα και ευκολία κατασκευής), 

µειώνονται δε αφετέρου οι διαστάσεις του προβλήµατος άρα και το υπολογιστικό κόστος και 

ο χρόνος που απαιτείται για την επίλυσή του, χωρίς την απώλεια σηµαντικών πληροφοριών. 

Οι µεταβλητές σχεδιασµού πολλές φορές διακρίνονται σε κύριες (primary) και 

δευτερεύουσες (secondary), ανάλογα µε τη σπουδαιότητά τους. Συνήθως οι δευτερεύουσες 

παράµετροι σχεδιασµού συνδέονται µε τις κύριες µέσω γραµµικών σχέσεων (design variable 

linking). 

Σε κάποιες περιπτώσεις, είναι επιθυµητό να επιλέγεται µεγαλύτερο πλήθος 

µεταβλητών σχεδιασµού από ότι είναι απαραίτητο για τη σωστή µοντελοποίηση της 

κατασκευής. Με αυτόν τον τρόπο, προστίθενται επιπλέον “βαθµοί ελευθερίας” στο µοντέλο 

και προσδίδεται µεγαλύτερη ευελιξία στη διαδικασία εξεύρεσης της βέλτιστης λύσης. Σε 

επόµενα βήµατα είναι δυνατό να εξαλειφθούν οι επιπλέον µεταβλητές σχεδιασµού 

αναθέτοντας σε αυτές συγκεκριµένες τιµές για τη συνέχεια της διαδικασίας 

βελτιστοποίησης. 

Η ανεξαρτησία µεταξύ των µεταβλητών σχεδιασµού είναι ένα επίσης σηµαντικό 

θέµα που πρέπει να προσεχθεί ιδιαίτερα κατά την επιλογή τους. Είναι πιθανό αν δεν ληφθεί 

η απαραίτητη µέριµνα, να επιλεγούν µεταβλητές σχεδιασµού εξαρτηµένες η µία από την 

άλλη, µε αποτέλεσµα το µαθηµατικό µοντέλο του προβλήµατος να γίνει ιδιαίτερα 

πολύπλοκο. 
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1.3.2 Συναρτήσεις περιορισµών 
 

Σχεδιασµός µιας κατασκευής ονοµάζεται ένα πλήρως ορισµένο σύστηµα, δηλαδή ένα 

σύστηµα του οποίου οι µεταβλητές σχεδιασµού έχουν λάβει συγκεκριµένες τιµές. Σύµφωνα 

µε τον παραπάνω ορισµό, ως σχεδιασµός µπορεί να θεωρηθεί και ένα αυθαίρετα ορισµένο ή 

ακόµη και ένα φανταστικό σύστηµα, όπως λόγου χάρη µια κατασκευή της οποίας κάποια 

µέλη έχουν αρνητικό εµβαδόν ή κάποιες κυκλικές διατοµές έχουν αρνητική ακτίνα. 

Κάθε απαίτηση του σχεδιαστή – µηχανικού εισάγεται στο µαθηµατικό µοντέλο 

βελτιστοποίησης µε τη µορφή ανισοτήτων και ισοτήτων οι οποίες ονοµάζονται περιορισµοί. 

Κάθε τέτοια παράσταση πρέπει να είναι εξαρτώµενη τουλάχιστον από µία µεταβλητή 

σχεδιασµού του προβλήµατος, καθώς µόνον τότε έχει νόηµα η ύπαρξή της στο µαθηµατικό 

µοντέλο. Στην περίπτωση που ένας σχεδιασµός, δηλαδή µια συγκεκριµένη τιµή των 

µεταβλητών σχεδιασµού δεν πληρεί κάποιον ή κάποιους από τους περιορισµούς του 

προβλήµατος τότε ονοµάζεται ανέφικτος (infeasible), ενώ σε αντίθετη περίπτωση - όταν 

δηλαδή πληρούνται όλοι ανεξαιρέτως οι περιορισµοί - ονοµάζεται εφικτός (feasible). Ένας 

εφικτός σχεδιασµός δεν είναι φυσικά πάντοτε βέλτιστος, είναι όµως σίγουρα υλοποιήσιµος. 

Οι περιορισµοί που επιβάλλονται σε προβλήµατα κατασκευών χρησιµεύουν γενικά 

για την επιβολή των απαιτήσεων ασφαλείας, λειτουργικότητας αλλά και κατασκευαστικών 

πολλές φορές απαιτήσεων και περιορίζουν τελικά σηµαντικά τον χώρο των αποδεκτών 

λύσεων. Οι συναρτήσεις περιορισµών αφορούν δε συνήθως τάσεις και µετατοπίσεις, οι 

οποίες τις περισσότερες φορές δεν πρέπει να υπερβαίνουν κάποια άνω όρια. Οι περιορισµοί 

αυτοί δεν µπορούν γενικά να εκφραστούν αναλυτικά ως συναρτήσεις των µεταβλητών 

σχεδιασµού του προβλήµατος όπως στο µαθηµατικό µοντέλο που περιγράφηκε παραπάνω, 

παρά µόνο σε πολύ απλές εφαρµογές. Συνηθέστερα, πραγµατοποιείται για κάθε 

συγκεκριµένο σχεδιασµό και υπό τα φορτία σχεδιασµού επίλυση µε τη µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων, από τα αποτελέσµατα της οποίας ελέγχονται οι περιορισµοί του 

προβλήµατος. 

Λόγω της οµαδοποίησης κάποιων παραµέτρων σχεδιασµού, µπορούν να 

οµαδοποιηθούν αντίστοιχα και κάποιες από τις συναρτήσεις περιορισµών. Για παράδειγµα 

αν έχει γίνει οµαδοποίηση n µελών της κατασκευής, τότε οι n περιορισµοί που αφορούν 

λόγου χάρη την τάση κάθε µέλους της οµάδας αυτής, ανάγονται τελικά σε έναν και µόνο 

περιορισµό που αφορά όλα τα µέλη της οµάδας. 
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Συχνά γίνεται αναφορά σε ενεργές και ανενεργές συναρτήσεις περιορισµών. Μία 

ανισοτική συνάρτηση περιορισµού 0)s(g j ≤
r  καλείται ενεργή (active) σε ένα σηµείο *s  στην 

περίπτωση που ικανοποιείται ως ισότητα, δηλαδή 0)s(g *
j =
r  και ανενεργή (inactive) στην 

περίπτωση που ικανοποιείται αυστηρώς ως ανισότητα, δηλαδή 0)s(g *
j <
r . Η ανωτέρω 

ανισοτική συνάρτηση περιορισµού θεωρείται ότι παραβιάζεται για τον σχεδιασµό *sr  στην 

περίπτωση που λαµβάνει θετική τιµή, δηλαδή 0)s(g *
j >
r . Αντίστοιχα µία ισοτική 

συνάρτηση περιορισµών 0)s(h *
k =
r

 θεωρείται ότι παραβιάζεται στο σηµείο *sr  αν δεν 

ισχύει η ισότητα, δηλαδή 0)s(h *
k ≠
r

. Συνεπώς µία ανισοτική συνάρτηση περιορισµού 

µπορεί να είναι ενεργή, ανενεργή ή να παραβιάζεται, ενώ µία ισοτική συνάρτηση 

περιορισµού ενδέχεται να είναι είτε ενεργή, είτε να παραβιάζεται. Εποµένως, καθίσταται 

σαφές ότι κάθε εφικτός σχεδιασµός ορίζεται από ενεργές ή ανενεργές ανισοτικές 

συναρτήσεις περιορισµών καθώς και από ενεργές ισοτικές συναρτήσεις περιορισµών. 

Συµβαίνει καµιά φορά ο σχεδιαστής, είτε για λόγους αβεβαιότητας είτε λόγω 

απειρίας να επιβάλλει επιπλέον συναρτήσεις περιορισµών οι οποίες ενδέχεται να είναι 

άχρηστες, αφού είτε είναι εξαρτηµένες από άλλες, είτε εµφανίζονται πάντα στην ασφαλή 

περιοχή (µονίµως ανενεργές). Αυτό έχει ως αποτέλεσµα τη χωρίς κανένα όφελος διόγκωση 

των υπολογισµών ιδίως για την περίπτωση των µεθόδων µαθηµατικού προγραµµατισµού 

στις οποίες απαιτείται η χρονοβόρα διαδικασία της ανάλυσης ευαισθησίας. 

Γενικά σε κάθε βήµα της διαδικασίας βελτιστοποίησης είναι απίθανο να επηρεάζουν 

την εύρεση ενός καλύτερου σχεδιασµού όλες οι συναρτήσεις περιορισµών, δηλαδή να είναι 

όλες οι συναρτήσεις περιορισµών ενεργές. Βέβαια ο σχεδιαστής δεν έχει τη δυνατότητα να 

γνωρίζει εκ των προτέρων ποιες από τις συναρτήσεις περιορισµών είναι απαραίτητες σε 

κάθε βήµα του βέλτιστου σχεδιασµού (ενεργές) και ποιες όχι (ανενεργές) για την εύρεση της 

βέλτιστης λύσης. Γι’ αυτόν τον λόγο, κατά την επίλυση προβληµάτων βελτιστοποίησης είναι 

απαραίτητη η χρησιµοποίηση διαφόρων τεχνικών αποτελεσµατικότερης αντιµετώπισης των 

περιορισµών, οι οποίες βελτιώνουν κατά πολύ την απόδοση των µεθόδων βελτιστοποίησης 

και µειώνουν σηµαντικά τον χρόνο των υπολογισµών, ειδικά όταν το πρόβληµα είναι 

σχετικά µεγάλο δηλαδή µε πολλές µεταβλητές σχεδιασµού και συναρτήσεις περιορισµών. Σε 

αυτήν την περίπτωση προκειµένου να µειωθούν οι υπολογισµοί των τιµών των συναρτήσεων 

περιορισµών και των παραγώγων τους, σε κάθε βήµα εντοπίζονται οι συναρτήσεις 

περιορισµών που είναι εντός της ασφαλούς περιοχής, είναι δηλαδή ανενεργές, οπότε δεν 
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επηρεάζουν στην τρέχουσα φάση τη διαδικασία εύρεσης ενός βελτιωµένου σχεδιασµού και 

εποµένως µπορούν προς στιγµήν να παραλειφθούν. 

Μία ενεργή συνάρτηση περιορισµών υποδηλώνει ότι η παρουσία της επηρεάζει 

σηµαντικά τη βελτίωση του τρέχοντος σχεδιασµού. Εξ ορισµού οι ισοτικές συναρτήσεις 

περιορισµών πρέπει να πληρούνται σε κάθε βήµα κι έτσι περιλαµβάνονται πάντα στο 

σύνολο των ενεργών συναρτήσεων περιορισµών. Για να συµπεριληφθεί µία ανισοτική 

συνάρτηση στο σύνολο των ενεργών συναρτήσεων περιορισµών θα πρέπει στην τρέχουσα 

φάση να πληρείται ως ισότητα, έστω και κατά προσέγγιση. Όταν µία συνάρτηση 

περιορισµού είναι ανενεργή, τότε η παρουσία της δεν επηρεάζει τη διαδικασία 

βελτιστοποίησης τη δεδοµένη στιγµή αφού υπερκαλύπτεται από τις ενεργές συναρτήσεις 

περιορισµών. Αυτό δεν σηµαίνει βέβαια ότι η συνάρτηση αυτή είναι περιττή, αφού µπορεί 

σε κάποιο επόµενο βήµα να ενεργοποιηθεί. Συνήθως οι µαθηµατικοί αλγόριθµοι 

βελτιστοποίησης για αύξηση της αποτελεσµατικότητάς τους χρησιµοποιούν µόνο τις ενεργές 

συναρτήσεις περιορισµών. Υπάρχουν όµως και άλλες µέθοδοι βέλτιστου σχεδιασµού, όπως 

η εµπειρική µέθοδος της πλήρους εντατικής κατάστασης, οι οποίες βασίζονται στην 

εκµετάλλευση της ύπαρξης των ανενεργών συναρτήσεων περιορισµών. 

Όπως προειπώθηκε, µέσα στο σύνολο των ενεργών συναρτήσεων περιορισµών 

συµπεριλαµβάνονται συνήθως και ανισοτικοί περιορισµοί οι οποίοι ικανοποιούνται 

προσεγγιστικά ως ισότητες. Όµως η εκάστοτε τιµή ενός ανισοτικού περιορισµού αυτή καθ’ 

αυτή δεν µπορεί να µας δώσει κάποια χρήσιµη πληροφορία σχετικά µε το αν ο υπό εξέταση 

περιορισµός είναι κοντά στο όριο, δηλαδή αν είναι ενεργός έστω και κατά προσέγγιση ή 

ανενεργός. Για παράδειγµα, ενδέχεται η τιµή µίας συνάρτησης περιορισµού µετατοπίσεων 

να είναι της τάξης των 0.1 – 2.0 cm, ενώ η τιµή µίας συνάρτησης περιορισµού τάσεων να 

είναι της τάξης των 25000 kPa. Είναι έτσι φανερό ότι προκειµένου να εντοπιστούν οι 

ενεργές συναρτήσεων περιορισµών πρέπει να γίνει µία κανονικοποίηση στις τιµές τους, 

ώστε να υπάρχει ένα ενιαίο σύστηµα αναφοράς. Μέσω της κανονικοποίησης των τιµών αλλά 

και των παραγώγων των συναρτήσεων περιορισµών επιτυγχάνεται επίσης και βελτίωση της 

απόδοσης των αλγορίθµων βελτιστοποίησης, αλλά και µείωση των υπολογισµών καθώς 

απαιτείται πλέον η εύρεση των παραγώγων µόνο των ενεργών συναρτήσεων περιορισµών. Η 

κανονικοποίηση των τιµών των συναρτήσεων περιορισµών γίνεται σύµφωνα µε τις σχέσεις: 
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Από τις παραπάνω σχέσεις, η πρώτη αναφέρεται σε µία συνάρτηση περιορισµών 

µορφής κάτω ορίου, ενώ η δεύτερη σε µία συνάρτηση περιορισµών µορφής άνω ορίου. Σε 

περίπτωση που µία συνάρτηση περιορισµών έχει κανονικοποιηµένη τιµή λόγου χάρη +0.20, 

τότε παραβιάζει την επιτρεπόµενη τιµή κατά 20%, ενώ εάν έχει κανονικοποιηµένη τιµή        

-0.20, τότε βρίσκεται κατά 20% εντός της επιτρεπόµενης περιοχής. Συνήθως µέσα στο 

σύνολο των ενεργών συναρτήσεων περιορισµών συµπεριλαµβάνονται όσες από αυτές έχουν 

κανονικοποιηµένη τιµή από –0.1 έως –0.01. Επίσης, συνήθως επιτρέπεται µία µικρή ανοχή 

όταν οι συναρτήσεις περιορισµών παραβιάζουν ελάχιστα την επιτρεπόµενη τιµή (0.001 έως 

0.005) αφού έτσι κι αλλιώς η όλη διαδικασία προσοµοίωσης, ανάλυσης, σχεδιασµού και 

εφαρµογής εµπεριέχει πολλές προσεγγιστικές θεωρήσεις και αβεβαιότητες οπότε δεν έχει 

πρακτικό νόηµα η εξεζητηµένη αυστηρότητα στις υπερβάσεις των περιορισµών. 

 

1.3.3 Αντικειµενική συνάρτηση 
 

Όπως προειπώθηκε, ένας σχεδιασµός µπορεί να είναι εφικτός ή µη εφικτός. Σε κάθε 

πρόβληµα βελτιστοποίησης υπάρχουν πολλοί το πλήθος εφικτοί σχεδιασµοί, εκ των οποίων 

όµως κάποιοι υπερτερούν έναντι άλλων και ένας από αυτούς αποτελεί τη βέλτιστη λύση του 

προβλήµατος. Για να γίνει αυτού του είδους η διάκριση µεταξύ καλού και ακόµη καλύτερου 

σχεδιασµού, είναι αναγκαία η ύπαρξη ενός κριτηρίου για τη σύγκριση και την αξιολόγηση 

των σχεδιασµών. Το κριτήριο αυτό είναι µια συνάρτηση η οποία λαµβάνει µια συγκεκριµένη 

τιµή για κάθε σχεδιασµό. Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται αντικειµενική συνάρτηση και είναι 

εξαρτηµένη από τις µεταβλητές σχεδιασµού (σχέσεις 1.1). Χωρίς βλάβη της γενικότητας οι 

εξισώσεις (1.1) αναφέρονται σε ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης. Ένα πρόβληµα 

µεγιστοποίησης της συνάρτησης )s(F
r

 µπορεί να µετατραπεί εύκολα σε πρόβληµα 

(1.3)

(1.4)
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ελαχιστοποίησης της συνάρτησης )s(F r
− . Μία συνάρτηση της οποίας η τιµή ζητείται να 

ελαχιστοποιηθεί, συχνά αποκαλείται συνάρτηση κόστους. 

Η επιλογή της κατάλληλης αντικειµενικής συνάρτησης είναι ένα σηµαντικότατο 

θέµα για τη διαδικασία της βελτιστοποίησης. Στα προβλήµατα βελτιστοποίησης 

κατασκευών, χαρακτηριστικά παραδείγµατα αντικειµενικών συναρτήσεων είναι η 

ελαχιστοποίηση του βάρους, η ελαχιστοποίηση των τάσεων ή των µετατοπίσεων, η 

µεγιστοποίηση της ακαµψίας κ.α. Σε πολλά προβλήµατα βέλτιστου σχεδιασµού κατασκευών 

ζητούµενο είναι η ταυτόχρονη βελτιστοποίηση δύο ή και περισσότερων αντικειµενικών 

συναρτήσεων. Για παράδειγµα, µπορεί το ζητούµενο να είναι η ελαχιστοποίηση του βάρους 

της κατασκευής και η ταυτόχρονη ελαχιστοποίηση των µετατοπίσεων ή των τάσεων σε 

κάποια συγκεκριµένα σηµεία του φορέα. Προβλήµατα αυτού του τύπου ονοµάζονται 

προβλήµατα βελτιστοποίησης µε πολλές αντικειµενικές συναρτήσεις (Multicriteria design 

optimization ή Pareto optimal design). Στα προβλήµατα αυτά καθώς και στις µεθόδους 

αντιµετώπισής τους θα αναφερθούµε διεξοδικά στο δεύτερο κεφάλαιο της παρούσας 

εργασίας. 

Κατά τη διάρκεια της αναζήτησης του βέλτιστου σχεδιασµού, απώτερος σκοπός ενός 

βελτιστοποιητή είναι η εύρεση του καθολικού βέλτιστου (το οποίο συνηθέστερα στη 

βελτιστοποίηση κατασκευών, είναι το καθολικό ελάχιστο). Ο χώρος αναζήτησης όµως στη 

συνήθη περίπτωση των µη κυρτών προβληµάτων περιέχει και πολλά τοπικά ελάχιστα, στα 

οποία ενδέχεται να παγιδευτεί ο βελτιστοποιητής. Αυτό είναι ένα από τα κυριότερα 

προβλήµατα των µαθηµατικών µεθόδων βελτιστοποίησης και οφείλεται στον 

ντετερµινιστικό τρόπο λειτουργίας τους. Αντίθετα, οι µέθοδοι βελτιστοποίησης που 

βασίζονται σε πιθανοτικές θεωρήσεις, έχουν περισσότερες πιθανότητες να εντοπίσουν το 

καθολικό ελάχιστο, καθώς λόγω της τυχηµατικότητας που τις διέπει µπορούν να ξεφύγουν 

µε µεγαλύτερη ευκολία από πιθανά τοπικά ελάχιστα. Ο ορισµός του τοπικού και του 

καθολικού ελάχιστου από µαθηµατική σκοπιά, δίνεται ως εξής: 
 

Τοπικό ελάχιστο (Local minimum). Ένα σηµείο *sr  στον χώρο σχεδιασµού 

θεωρείται τοπικό ή σχετικό ελάχιστο όταν πληρεί τις συναρτήσεις περιορισµών και ισχύει η 

σχέση )s(F)s(F * rr
≤  για κάθε σηµείο εφικτού σχεδιασµού σε οσοδήποτε µικρή ακτίνα γύρω 

από το σηµείο *sr . Εάν ισχύει µόνο η ανισότητα, δηλαδή )s(F)s(F * rr
< , τότε το σηµείο *sr  

καλείται “αυστηρό” (strict) ή “µοναδικό” (unique) ή “δυνατό” (strong) τοπικό ελάχιστο. 
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Καθολικό ελάχιστο (Global minimum). Ένα σηµείο *sr  στον χώρο σχεδιασµού 

θεωρείται καθολικό ή απόλυτο ελάχιστο όταν πληρεί τις συναρτήσεις περιορισµών και 

ισχύει η σχέση )s(F)s(F * rr
≤  για κάθε σηµείο εφικτού σχεδιασµού. Εάν ισχύει µόνο η 

ανισότητα, δηλαδή )s(F)s(F * rr
< , τότε το σηµείο *s

r  καλείται “αυστηρό” (strict) ή 

“µοναδικό” (unique) ή “δυνατό” (strong) καθολικό ελάχιστο. 
 

Στην περίπτωση που δεν υπάρχουν συναρτήσεις περιορισµών τότε ισχύουν οι ίδιοι 

ορισµοί, αλλά σε ολόκληρο τον χώρο σχεδιασµού και όχι µόνο στην περιοχή εφικτών 

σχεδιασµών. Γενικά είναι δύσκολο να προσδιοριστεί εκ των προτέρων ότι όντως υπάρχει 

τοπικό ή καθολικό ελάχιστο σε ένα πρόβληµα βέλτιστου σχεδιασµού. Πάντως εάν η 

αντικειµενική συνάρτηση )s(F
r

 είναι συνεχής και η περιοχή εφικτών σχεδιασµών είναι µη 

κενή (non empty), κλειστή (closed) και καθορισµένη (bounded), τότε αποδεικνύεται 

µαθηµατικά ότι υπάρχει πάντοτε καθολικό ελάχιστο για την )s(F
r

. Η περιοχή εφικτών 

σχεδιασµών είναι µη κενή όταν δεν υπάρχουν αλληλοσυγκρουόµενες ή υπεράριθµες 

συναρτήσεις περιορισµών, ενώ θεωρείται κλειστή και καθορισµένη όταν οι συναρτήσεις 

περιορισµών είναι συνεχείς και δεν υπάρχουν “αυστηρές” ανισότητες (g < 0). Οι παραπάνω 

συνθήκες είναι ικανές για την εξασφάλιση του καθολικού ελαχίστου, όχι όµως και 

αναγκαίες. Αυτό σηµαίνει ότι ακόµη κι αν δεν ικανοποιούνται οι συνθήκες αυτές, ενδέχεται 

να υπάρχει καθολικό ελάχιστο, το οποίο πιθανά θα προκύψει κατά τη διάρκεια της 

διαδικασίας βελτιστοποίησης. Εάν ο αλγόριθµος βελτιστοποίησης δεν µπορεί να εντοπίσει 

κανένα εφικτό σηµείο τότε η περιοχή εφικτών σχεδιασµών είναι κενή και εποµένως πρέπει 

να επαναδιατυπωθεί το πρόβληµα αφαιρώντας κάποιες συναρτήσεις περιορισµών ή 

κάνοντάς τις ελαστικότερες. 

 

1.4 Κατηγορίες βελτιστοποίησης κατασκευών 
 

Η βελτιστοποίηση κατασκευών χωρίζεται γενικά σε τρεις µεγάλες κατηγορίες: 
 

(i) Τη βελτιστοποίηση της τοπολογίας (Topology optimization) 

(ii) Τη βελτιστοποίηση του σχήµατος (Shape optimization) 

(iii) Τη βελτιστοποίηση των µεγεθών των διατοµών (Sizing optimization) 
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Σήµερα υπάρχει η τάση ένα γενικό πρόβληµα βελτιστοποίησης να εντοπίζεται αρχικά 

ως πρόβληµα εύρεσης της βέλτιστης τοπολογίας και στη συνέχεια ως πρόβληµα εύρεσης του 

βέλτιστου σχήµατος ή εύρεσης των βέλτιστων διατοµών. 

Στο σχήµα 1.1 που ακολουθεί παρουσιάζονται οι τρεις διαφορετικοί τύποι 

βελτιστοποίησης. Για την κάθε περίπτωση, παρουσιάζεται ο αρχικός φορέας και ο φορέας 

µετά το πέρας της διαδικασίας βελτιστοποίησης. 

 

 

 

 

 

Στις επόµενες παραγράφους, θα γίνει µια σύντοµη αναφορά στις τρεις κατηγορίες 

βελτιστοποίησης. Με την τρίτη κατηγορία (βελτιστοποίηση βαθµωτών µεγεθών), η οποία 

αποτελεί και το κατεξοχήν αντικείµενο της παρούσας διπλωµατικής εργασίας, θα 

ασχοληθούµε και στο κεφάλαιο των εφαρµογών. 

 

1.4.1 Βελτιστοποίηση τοπολογίας κατασκευών (Topology optimization) 
 

Στον σχεδιασµό των κατασκευών είναι απαραίτητο να καθορισθεί µία όσο το δυνατόν 

καλύτερη τοπολογία (topology) ή “δοµή” (layout) της κατασκευής, έτσι ώστε να γίνει 

Σχήµα 1.1. Είδη βελτιστοποίησης κατασκευών: 

(α) βαθµωτών µεγεθών (διατοµών) , (β) σχήµατος, (γ) τοπολογίας 

(α) (β) (γ)
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αποτελεσµατικότερη στην ανάληψη φορτίων και οικονοµικότερη. Στον όρο “δοµή” της 

κατασκευής συµπεριλαµβάνεται κάθε είδους πληροφορία που αφορά την τοπολογία, το 

σχήµα και το µέγεθός της. 

Η τοπολογία µίας κατασκευής συνήθως είναι προκαθορισµένη από τις απαιτήσεις 

του προβλήµατος και τους κατασκευαστικούς περιορισµούς, ή προέρχεται από κάποιο 

αρχικό σχεδιασµό του µηχανικού. Οι αλγόριθµοι βελτιστοποίησης της τοπολογίας, οι οποίοι 

άρχισαν να αναπτύσσονται µόλις τα τελευταία δεκαπέντε χρόνια, είναι εργαλεία που 

βοηθάνε τον σχεδιαστή µηχανικό να επιτύχει την αποτελεσµατική χρήση των υλικών για να 

καλύψει τις ανάγκες του προβλήµατος. Αρχικά ορίζεται ο χώρος σχεδιασµού ή αναφοράς 

(reference domain), ο τύπος υλικού, οι συνθήκες στήριξης και οι φορτίσεις και έπειτα γίνεται 

η ανάλυση του φορέα και η επαναληπτική διαδικασία που θα οδηγήσει στη βέλτιστη 

τοπολογία, δηλαδή στην καλύτερη δυνατή κατανοµή υλικού στην κατασκευή. 

Έχοντας επιτύχει τη βέλτιστη τοπολογία το επόµενο βήµα προς τον βέλτιστο 

σχεδιασµό είναι να “καθαριστεί” το σχήµα και το µέγεθος του φορέα µε κατάλληλους 

αλγόριθµους βελτιστοποίησης. Οι αλγόριθµοι αυτοί, που έχουν να κάνουν µε τη 

βελτιστοποίηση του σχήµατος πλέον της κατασκευής, έρχονται να δράσουν 

συµπληρωµατικά µε τη βελτιστοποίηση της τοπολογίας, ώστε να επιτευχθεί τελικά η 

βέλτιστη δοµή της κατασκευής. 

 

1.4.2 Βελτιστοποίηση σχήµατος κατασκευών (Shape optimization) 
 

Η βελτιστοποίηση σχήµατος (Shape optimization) είναι ένα σχετικά καινούργιο πεδίο 

έρευνας στον χώρο του βέλτιστου σχεδιασµού κατασκευών. Με τη βελτιστοποίηση 

σχήµατος, µεταβάλλονται το εσωτερικό και το εξωτερικό περίγραµµα της κατασκευής ώστε 

να επιτευχθεί η καλύτερη δυνατή κατανοµή των τάσεων στο εσωτερικό της. Οι πρώτες 

µεθοδολογίες καταγράφονται σποραδικά στη δεκαετία του 1970 παίρνοντας στοιχεία από τη 

βελτιστοποίηση βαθµωτών µεγεθών κατασκευών. Οι πρώτες δοµηµένες τεχνικές πάνω στο 

αντικείµενο άρχισαν να υλοποιούνται στη δεκαετία του 1980, οπότε έγιναν και οι πρώτες 

απόπειρες καταγραφής της υπάρχουσας βιβλιογραφίας στον τοµέα αυτόν. Τα τελευταία 

χρόνια και µε τη βοήθεια που παρέχουν τα εξελιγµένα πακέτα λογισµικού γεωµετρικής 

µοντελοποίησης και γραφικής αναπαράστασης έχουν αναπτυχθεί αρκετά προχωρηµένα 
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αυτόµατα συστήµατα βελτιστοποίησης σχήµατος που καλύπτουν µια ευρεία γκάµα 

κατασκευαστικών προβληµάτων. 

Το πρόβληµα της βελτιστοποίησης του σχήµατος των κατασκευών είναι ιδιαίτερα 

δύσκολο, καθώς η γεωµετρία και το µοντέλο ανάλυσης µεταβάλλονται συνεχώς, σε αντίθεση 

µε το πρόβληµα της βελτιστοποίησης διατοµών και ιδιοτήτων υλικών, όπου στόχος είναι η 

ελαχιστοποίηση του βάρους κάποιου φορέα συγκεκριµένου σχήµατος και τοπολογίας. Η 

βελτιστοποίηση σχήµατος όµως, παρ’ όλη την πολυπλοκότητά της, είναι πολύ πιο 

αποτελεσµατική, ειδικά σε προβλήµατα βελτιστοποίησης συνεχών κατασκευών. Ας 

θεωρήσουµε, λόγου χάρη, µία πλάκα µε µία οπή στο κέντρο της, στα χείλη της οποίας 

αναµένεται συγκέντρωση τάσεων. Βελτιστοποίηση της πλάκας µόνο ως προς το πάχος 

(βαθµωτό µέγεθος) απλά θα επιφέρει ένα αυξοµειούµενο πάχος, ιδιαίτερα µεγάλο γύρω από 

την οπή. Μια τέτοια λύση είναι προβληµατική τόσο κατασκευαστικά όσο και από άποψη 

λειτουργικότητας. Αντίθετα, η αντιµετώπιση του ίδιου προβλήµατος µε τεχνικές 

βελτιστοποίησης σχήµατος θα επηρεάσει µόνο το σύνορο της οπής κάνοντάς το οµαλό µε 

µορφή έλλειψης (σχήµα 1.1β). 

Συνήθως η βελτιστοποίηση του σχήµατος µίας κατασκευής είναι το δεύτερο στάδιο 

του βέλτιστου σχεδιασµού της, λαµβάνοντας ως δεδοµένο ότι έχει προηγηθεί ένα πρώτο 

στάδιο όπου έχει ευρεθεί η τοπολογία της κατασκευής, είτε αυτόµατα µέσω κάποιου 

αλγόριθµου βελτιστοποίησης, είτε εµπειρικά από τον σχεδιαστή. Υπάρχουν ωστόσο και 

µέθοδοι οι οποίες βελτιώνουν ταυτόχρονα και την τοπολογία και το σχήµα της κατασκευής. 

Στόχος των µεθόδων βελτιστοποίησης σχήµατος είναι να βελτιώσουν το σχήµα της 

κατασκευής και κατά συνέπεια να γίνει πιο οικονοµική και λειτουργική η χρήση της, 

λαµβάνοντας φυσικά υπόψη διάφορους περιορισµούς που τίθενται για το συγκεκριµένο 

πρόβληµα. Συνήθως αυτό γίνεται σε τρεις φάσεις σε κάθε βήµα της διαδικασίας 

βελτιστοποίησης του σχήµατος: (i) Καθορισµός και έλεγχος του σχήµατος, (ii) Ανάλυση της 

απόκρισης της κατασκευής (συµπεριλαµβανοµένης και της ανάλυσης ευαισθησίας αυτής, αν 

ο χρησιµοποιούµενος αλγόριθµος βελτιστοποίησης το απαιτεί), (iii) Επίλυση του 

µαθηµατικού προβλήµατος της βελτιστοποίησης µε τη χρήση κάποιου ντετερµινιστικού 

µαθηµατικού ή πιθανοτικού αλγορίθµου βελτιστοποίησης. Η αυτοµατοποιηµένη 

βελτιστοποίηση σχήµατος παρέχει στο σχεδιαστή ένα αρκετά γενικό και ευέλικτο πλαίσιο, 

έτσι ώστε διαλέγοντας κατάλληλα τις παραµέτρους σχεδιασµού, την αντικειµενική 

συνάρτηση και τις συναρτήσεις περιορισµών, να µορφώσει το καλύτερο δυνατό µοντέλο για 

τη βελτιστοποίηση οποιουδήποτε σχήµατος. 
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1.4.3 Βελτιστοποίηση των µεγεθών των διατοµών (Sizing optimization) 
 

Το πρόβληµα της βελτιστοποίησης των µεγεθών των διατοµών ενός φορέα συγκεκριµένης 

τοπολογίας και σχήµατος είναι το πρώτο πρόβληµα βελτιστοποίησης µε το οποίο 

ασχολήθηκαν εκτενώς οι ερευνητές. Στην αρχή ως παράµετροι σχεδιασµού 

χρησιµοποιούνταν οι διαστάσεις των διατοµών δικτυωτών κατασκευών ή πλαισίων και 

αργότερα τα πάχη πλακών και κελυφών. Η συνηθέστερη αντικειµενική συνάρτηση για 

τέτοια προβλήµατα ήταν και παραµένει το βάρος της κατασκευής, το οποίο ζητείται να 

ελαχιστοποιηθεί υπό κάποιους περιορισµούς (π.χ. στις τάσεις κάποιων µελών, στις 

µετατοπίσεις κάποιων κόµβων, κ.α.). 

Η διαδικασία βελτιστοποίησης των βαθµωτών µεγεθών, ακολουθεί γενικά τα 

ακόλουθα βήµατα: (i) Ορίζεται το δοµοστατικό µοντέλο, η γεωµετρία και τα φορτία 

σχεδιασµού της κατασκευής. (ii) Ορίζεται το µοντέλο βελτιστοποίησης, δηλαδή γίνεται η 

επιλογή των παραµέτρων σχεδιασµού (οι οποίες ενδέχεται να είναι εξαρτώµενες η µία από 

την άλλη) και η επιλογή των συναρτήσεων περιορισµών. (iii) Υπολογίζονται οι τάσεις και οι 

µετατοπίσεις στα µέλη της κατασκευής για τον εκάστοτε σχεδιασµό µε τη µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων, ώστε να γίνει ο έλεγχος των περιορισµών. (iv) Στην περίπτωση 

που χρησιµοποιείται µαθηµατικός βελτιστοποιητής (SQP), διενεργείται ανάλυση 

ευαισθησίας των περιορισµών και της αντικειµενικής συνάρτησης για µικρές µεταβολές των 

παραµέτρων σχεδιασµού. (v) Αν τα κριτήρια τερµατισµού που έχουν τεθεί ικανοποιούνται, 

τότε θεωρείται ότι έχει εντοπιστεί το βέλτιστο και η διαδικασία τερµατίζεται, διαφορετικά ο 

βελτιστοποιητής επιλέγει νέους υποψήφιους βέλτιστους σχεδιασµούς και η διαδικασία 

επιστρέφει στο βήµα (iii). 

 

1.5 Μέθοδοι βέλτιστου σχεδιασµού 
 

Οι αλγόριθµοι βελτιστοποίησης µπορούν να χωριστούν γενικά σε δύο µεγάλες κατηγορίες: 
 

(i) Τις µαθηµατικές ή αιτιοκρατικές µεθόδους, και 

(ii) Τις εξελικτικές ή δαρβίνειες µεθόδους 
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1.5.1 Μαθηµατικές µέθοδοι βελτιστοποίησης 
 

Οι µαθηµατικές µέθοδοι προέρχονται από τις επιστηµονικές περιοχές των οικονοµικών 

µαθηµατικών και της επιχειρησιακής έρευνας και ήταν οι πρώτες που εφαρµόστηκαν σε 

προβλήµατα βέλτιστου σχεδιασµού κατασκευών. Ο κλάδος της επιστήµης των µαθηµατικών 

που έχει ως αντικείµενο τη βελτιστοποίηση της απόδοσης ενός συστήµατος που υπόκειται σε 

ορισµένους περιορισµούς, ονοµάζεται Μαθηµατικός Προγραµµατισµός (Mathematical Pro-

gramming). Φυσικά απαραίτητη προϋπόθεση για να λυθεί ένα πρόβληµα µε µεθόδους 

µαθηµατικού προγραµµατισµού είναι να µπορεί το πρόβληµα αυτό να µετατραπεί σε 

αυστηρά µαθηµατική µορφή. Ο όρος µαθηµατικός προγραµµατισµός, που δεν πρέπει να 

συγχέεται µε την ανάπτυξη προγραµµάτων λογισµικού, χρησιµοποιήθηκε πολύ πριν την 

ευρεία εφαρµογή των ηλεκτρονικών υπολογιστών. Ο όρος αυτός αφορά τη µελέτη 

προβληµάτων βελτιστοποίησης, τις µαθηµατικές ιδιότητες και την ανάπτυξη αλγορίθµων 

βέλτιστου σχεδιασµού. 

Οι τεχνικές βελτιστοποίησης που βασίζονται στις αρχές του µαθηµατικού 

προγραµµατισµού µπορούν γενικά να ταξινοµηθούν σε πέντε µεγάλες κατηγορίες: 
 

(i) Γραµµικός Προγραµµατισµός (Linear Programming – LP). Οι µέθοδοι 

γραµµικού προγραµµατισµού αντιµετωπίζουν προβλήµατα στα οποία τόσο η αντικειµενική 

συνάρτηση όσο και οι συναρτήσεις περιορισµών είναι γραµµικές συναρτήσεις των 

µεταβλητών σχεδιασµού. Σε αυτήν την περίπτωση η βέλτιστη λύση βρίσκεται επί του 

συνόρου µίας ή περισσοτέρων συναρτήσεων περιορισµού. Σε προβλήµατα αυτού του είδους 

(κυρτά) ένα τοπικό ελάχιστο είναι οπωσδήποτε και καθολικό ελάχιστο του προβλήµατος. 
 

(ii) Μη Γραµµικός Προγραµµατισµός (Non Linear Programming – NLP). Είναι 

οι πιο διαδεδοµένες τεχνικές µαθηµατικού προγραµµατισµού, ιδιαίτερα σε προβλήµατα 

βελτιστοποίησης κατασκευών, αφού αντιµετωπίζουν γενικά όλες τις περιπτώσεις όπου η 

αντικειµενική συνάρτηση αλλά και οι συναρτήσεις περιορισµών είναι µη γραµµικές 

συναρτήσεις των µεταβλητών σχεδιασµού. Σε αυτή την περίπτωση (µη κυρτό πρόβληµα) η 

εύρεση ενός τοπικού ελαχίστου δεν πιστοποιεί την εύρεση ενός καθολικού ελαχίστου. 
 

(iii) Ακέραιος Προγραµµατισµός (Integer Programming – IP). Οι µέθοδοι αυτές 

αντιµετωπίζουν προβλήµατα στα οποία οι παράµετροι σχεδιασµού δεν είναι συνεχείς, αλλά 

παίρνουν διακριτές τιµές από κάποιο συγκεκριµένο σύνολο τιµών. Συνήθως οι τιµές αυτές 
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είναι ακέραιες, εξ’ ου και το όνοµα “Ακέραιος Προγραµµατισµός”. Επίσης υπάρχουν και 

περιπτώσεις “Μικτού Ακέραιου Προγραµµατισµού” (Mixed Integer Programming), όπου 

κάποιες από τις παραµέτρους σχεδιασµού είναι διακριτές και άλλες είναι συνεχείς. 
 

(iv) Γεωµετρικός προγραµµατισµός (Geometric Programming – GP). 

Αναφέρεται σε µία ειδική κατηγορία προβληµάτων όπου οι συναρτήσεις περιορισµών αλλά 

και η αντικειµενική συνάρτηση είναι πολυωνυµικής µορφής συναρτήσεις των παραµέτρων 

σχεδιασµού. Σε προβλήµατα αυτού του είδους πρέπει να ισχύει πάντα η αυστηρή 

προϋπόθεση ότι οι παράµετροι σχεδιασµού λαµβάνουν πάντα θετικές τιµές. 
 

(v) ∆υναµικός προγραµµατισµός (Dynamic Programming – DP). Κύριος στόχος 

αυτών των µεθόδων είναι να διασπασθεί ένα σχετικά µεγάλο πρόβληµα βελτιστοποίησης σε 

µικρότερα τα οποία µπορούν να αντιµετωπισθούν ως ξεχωριστά προβλήµατα βέλτιστου 

σχεδιασµού. Κάθε υποπρόβληµα περιέχει µέρος από τα στοιχεία του καθολικού 

προβλήµατος και µπορεί να επιλυθεί µε κάποια από τις προαναφερθείσες µεθοδολογίες. 

Έτσι στην ουσία ο δυναµικός προγραµµατισµός δεν αποτελεί µια ξεχωριστή τεχνική 

µαθηµατικής βελτιστοποίησης αλλά µάλλον µία τεχνική διαµερισµού µεγάλων 

προβληµάτων βελτιστοποίησης σε µικρότερα.. 

 

1.5.2 Εξελικτικές µέθοδοι βελτιστοποίησης 
 

Ήδη από τη δεκαετία του 1960 είχαν αρχίσει να εφαρµόζονται τεχνικές βασιζόµενες σε 

τυχηµατικές διαδικασίες δειγµατοληψίας που προσοµοίαζαν γενετικές διεργασίες και 

πρότυπα για την επίλυση προβληµάτων επιχειρησιακής έρευνας, οικονοµικών µαθηµατικών 

καθώς και υπολογιστικής µηχανικής. Οι πιο διαδεδοµένες από τις µεθόδους αυτές είναι οι 

επονοµαζόµενες ∆αρβίνειες Μέθοδοι οι οποίες οφείλουν την ονοµασία τους στο γεγονός ότι 

µιµούνται τη διαδικασία της εξέλιξης των ειδών στη φύση, όπως την παρουσίασε πρώτος ο 

Κάρολος ∆αρβίνος. 

Οι ∆αρβίνειες µέθοδοι ή διαφορετικά Μέθοδοι Εξελικτικών Αλγορίθµων (Evolution-

ary Algorithms) σε αντίθεση µε τις µεθόδους µαθηµατικού προγραµµατισµού, 

χρησιµοποιούν έναν “πληθυσµό” πιθανών λύσεων του προβλήµατος. Οι λύσεις αυτές είναι 

ανεξάρτητες µεταξύ τους και µπορούν να αντιµετωπιστούν επίσης ανεξάρτητα η µία από την 

άλλη, πράγµα που καθιστά ιδιαίτερα αποδοτική την εφαρµογή των µεθόδων αυτών σε 
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παράλληλο υπολογιστικό περιβάλλον. Ο αρχικός πληθυσµός επιλέγεται µε τυχαίο τρόπο και 

στη συνέχεια µε τη χρήση κατάλληλων γενετικών µηχανισµών όπως είναι η Επιλογή (Selec-

tion), ο Ανασυνδυασµός (Recombination) και η Μετάλλαξη (Mutation), ο πληθυσµός 

εξελίσσεται κινούµενος σε όλο και καλύτερες περιοχές του χώρου αναζήτησης και µέσω της 

αρχής της επικράτησης του ισχυροτέρου (Survival of the fittest) επιτυγχάνεται ο εντοπισµός 

της βέλτιστης λύσης. 

Οι µέθοδοι αυτές εφαρµόζονται σήµερα συχνά στον βέλτιστο σχεδιασµό των 

κατασκευών, µε ιδιαίτερα ενθαρρυντικά αποτελέσµατα. Το βασικό τους πλεονέκτηµα είναι 

ότι λόγω της τυχηµατικότητας στην διερεύνηση του χώρου αναζήτησης, έχουν µεγαλύτερες 

πιθανότητες για την εύρεση του απόλυτα βέλτιστου σχεδιασµού σε σχέση µε τις 

µαθηµατικές µεθόδους οι οποίες χρησιµοποιούν νοµοτελειακά καθορισµένες σχέσεις. Από 

την άλλη, το κυριότερο µειονέκτηµα των µεθόδων αυτών είναι ο µεγάλος αριθµός των 

επαναλήψεων που απαιτούνται κατά τη διαδικασία βελτιστοποίησης, παρόλο που το 

υπολογιστικό κόστος της κάθε µίας από αυτές είναι σχετικά µικρό, αφού δεν εµπεριέχεται 

ανάλυση ευαισθησίας. 
 

Οι σηµαντικότερες από τις µεθόδους αυτές είναι: 
 

(i) Η µέθοδος των Γενετικών αλγορίθµων (Genetic Algorithms – GA). Η µέθοδος 

των ΓΑ αναπτύχθηκε από τον J. Holland και τους συνεργάτες του στο πανεπιστήµιο του 

Michigan. Πρόκειται για µία από τις κυριότερες εξελικτικές µεθόδους, που λόγω της απλής 

δοµής και της ευχρηστίας της έχει βρει εφαρµογή στη βελτιστοποίηση κατασκευών. Οι ΓΑ 

βασίζονται στην τυχαία ανασυγκρότηση ενός πληθυσµού και την αξιολόγηση των µελών του 

πληθυσµού µέσω µίας συνάρτησης ποιότητας (Fitness ή Quality function), που σε 

προβλήµατα βελτιστοποίησης ισούται µε το άθροισµα της αντικειµενικής συνάρτησης και 

των παραβιάσεων των συναρτήσεων περιορισµού. Τα µέλη του πληθυσµού των ΓΑ 

κωδικοποιούνται σε δυαδική (binary) µορφή, ώστε να προσοµοιάζουν καλύτερα τα 

βιολογικά χρωµοσώµατα (strings). Με τη χρήση των γενετικών τελεστών του συνδυασµού 

και της µετάλλαξης, οι ΓΑ επιλέγουν το καλύτερο µέλος του πληθυσµού, δηλαδή αυτό που 

δίνει την καλύτερη τιµή στη συνάρτηση ποιότητας. 
 

(ii) Η µέθοδος των Στρατηγικών Εξέλιξης (Evolution Strategies – ES). Η µέθοδος 

των ΣΕ αναπτύχθηκε αρχικά από τον I. Rechenberg και εν συνεχεία από τον H.P. Schwefel 

και την ερευνητική του οµάδα. Η µέθοδος αυτή αποτελεί το κύριο αντικείµενο έρευνας της 
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παρούσας διπλωµατικής εργασίας και γι’ αυτό θα ασχοληθούµε διεξοδικά µαζί της στο 

επόµενο κεφάλαιο. 
 

(iii) Η µέθοδος του Εξελικτικού Προγραµµατισµού (Evolutionary Programming – 

EP). Η µέθοδος του ΕΠ αναπτύχθηκε από τους L.J. Fogel et al. και βασίζεται αποκλειστικά 

στην αρχή της επιλογής του καλύτερου και όχι στη διαδικασία της αναπαραγωγής των ειδών. 

Για τον λόγο αυτό έχει µειωµένες δυνατότητες και περιορισµένη αποτελεσµατικότητα. 
 

(iv) Η µέθοδος του Γενετικού Προγραµµατισµού (Genetic Programming – GP). Η 

µέθοδος του ΓΠ, η οποία αναπτύχθηκε από τον J.R. Koza, διαφέρει κατά πολύ από τις 

προαναφερθείσες εξελικτικές µεθοδολογίες και απλά έχει ως στόχο την αυτόµατη παραγωγή 

προγραµµάτων Η/Υ για την αντιµετώπιση συγκεκριµένων προβληµάτων (π.χ. γεννήτρια 

τυχαίων αριθµών).  
 

Μία επίσης τυχηµατική αλλά διαφορετικής δοµής τεχνική είναι η µέθοδος της 

Προσοµοίωσης Ανόπτησης (Simulated Annealing). H µέθοδος αυτή ακολουθεί τους 

τυχηµατικούς νόµους που διέπουν την κίνηση των µορίων στο εσωτερικό ενός µεταλλικού 

σώµατος κατά τη σταδιακή ψύξη αυτού. Τα µόρια κινούνται ώστε να εντοπιστεί η 

κατάσταση µε την ελάχιστη δυνατή δυναµική ενέργεια για την τρέχουσα θερµοκρασία, ώστε 

τελικά στην χαµηλότερη θερµοκρασία να επιτευχθεί η ελάχιστη όλων των δυνατών 

ενεργειακά καταστάσεων. 
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2
Βελτιστοποίηση πολλαπλών κριτηρίων 

 
 

 

 

2.1 Εισαγωγή 
 

Η συνεργασία σύγχρονων µεθόδων ανάλυσης και βέλτιστου σχεδιασµού κατασκευών είναι 

απαραίτητη για τον βέλτιστο σχεδιασµό κατασκευών µε πολύπλοκες συνθήκες λειτουργίας 

και φόρτισης µε το ελάχιστο δυνατό υπολογιστικό κόστος. Η έρευνα στον τοµέα του 

βέλτιστου σχεδιασµού κατασκευών αρχικά επικεντρώθηκε κυρίως στην αριθµητική 

αντιµετώπιση περισσότερο πολύπλοκων προβληµάτων, δηλαδή προβληµάτων µε 

περισσότερες συναρτήσεις περιορισµού και µεταβλητές σχεδιασµού. Όµως σε πολλά 

ρεαλιστικά προβλήµατα βέλτιστου σχεδιασµού είναι πιθανό να υπεισέρχονται πέραν του 

ενός κριτήρια τα οποία ζητείται να βελτιστοποιηθούν ταυτόχρονα. Σε πολλές περιπτώσεις 

το κάθε κριτήριο αντιµετωπίζεται ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα και στη συνέχεια 

επιχειρείται η εύρεση του καλύτερου δυνατού συνδυασµού µεταξύ των επιµέρους λύσεων. 

Ο συνδυασµός αυτός εντοπίζεται εύκολα µόνο στην περίπτωση γραµµικώς ανεξάρτητων 

κριτηρίων, ενώ διαφορετικά είναι πολύ δύσκολο να εντοπιστεί µια µονοσήµαντα ορισµένη 

ιδανική λύση για το πρόβληµα. Για τον λόγο αυτό έχουν προταθεί διάφορες τεχνικές για την 

αντιµετώπιση τέτοιου είδους προβληµάτων οι οποίες αναπτύσσονται στη συνέχεια του 

παρόντος κεφαλαίου. 

Συνήθως σε ένα πρόβληµα βέλτιστου σχεδιασµού κατασκευών, λαµβάνεται ως 

κρίσιµο κριτήριο µόνο το βάρος της κατασκευής, δηλαδή το µαθηµατικό µοντέλο 
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βελτιστοποίησης αποτελείται από µία µοναδική αντικειµενική συνάρτηση. Σε πρακτικές 

όµως περιπτώσεις, το βάρος της κατασκευής σπάνια αντιπροσωπεύει τον µόνο παράγοντα ο 

οποίος καθορίζει το κατά πόσο είναι βέλτιστος ή όχι ο εκάστοτε σχεδιασµός. Στην 

πραγµατικότητα, πολλά αλληλοσυγκρουόµενα και συχνά µη έχοντα κοινή µονάδα µέτρησης 

κριτήρια χρειάζεται να ληφθούν υπόψη από τον µηχανικό κατά τον σχεδιασµό µίας 

κατασκευής προκειµένου να επιτευχθεί ο ‘βέλτιστος’ στόχος. Συνεπώς ο µηχανικός 

αναγκάζεται να αναζητήσει έναν καλό συµβιβασµό, δοκιµάζοντας και ελέγχοντας τη 

συνδυαστική επιρροή στις συγκρουόµενες απαιτήσεις διαφόρων υποψήφιων βέλτιστων 

σχεδιασµών. Αυτού του είδους τα προβλήµατα ονοµάζονται προβλήµατα βελτιστοποίησης µε 

πολλά κριτήρια ή µε πολλές αντικειµενικές συναρτήσεις (Multicriteria Design Optimization). 

 Η έρευνα πάνω στο αντικείµενο της βελτιστοποίησης µε πολλές αντικειµενικές 

συναρτήσεις ξεκίνησε στα τέλη του προηγούµενου αιώνα από τον Ιταλό οικονοµολόγο V. 

Pareto (1848 - 1923), ο οποίος παρουσίασε το πρόβληµα των αντιπαλευόµενων κριτηρίων 

σε οικονοµικά προβλήµατα. Οι πρώτες προσπάθειες εφαρµογής πολλών αντικειµενικών 

συναρτήσεων σε προβλήµατα βελτιστοποίησης κατασκευών εµφανίζονται στα τέλη της 

δεκαετίας του 1970. Η έρευνα στον τοµέα αυτόν συνεχίστηκε και στη δεκαετία του 1980 µε 

έµφαση στην ανάπτυξη πιο αποτελεσµατικών τεχνικών αντιµετώπισης τέτοιων 

προβληµάτων. Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα βασικότερα χαρακτηριστικά καθώς 

και οι πιο αξιόλογες τεχνικές αντιµετώπισης των προβληµάτων βελτιστοποίησης µε πολλές 

αντικειµενικές συναρτήσεις. 

 

2.2 Βέλτιστος σχεδιασµός Pareto 
 

2.2.1 Κριτήρια και διαµάχη κριτηρίων 
 

Κάθε µελετητής ο οποίος αναζητά τον βέλτιστο σχεδιασµό κάποιας κατασκευής 

αντιµετωπίζει το ερώτηµα ποια θα πρέπει να είναι τα καταλληλότερα κριτήρια τα οποία 

αποτιµούν το κόστος, την ποιότητα, τη λειτουργικότητα και την αντοχή της κατασκευής την 

οποία προτίθεται να σχεδιάσει. Κάθε ποσότητα η οποία έχει την τάση να βελτιώνεται ή να 

χειροτερεύει µε την αλλαγή κάποιων χαρακτηριστικών της κατασκευής αποτελεί και ένα 

κριτήριο. Αντίθετα, ποσότητες οι οποίες απλά ικανοποιούν κάποιες επιβαλλόµενες 

απαιτήσεις δεν αποτελούν κριτήρια αλλά µπορούν να αντιµετωπιστούν ως περιορισµοί. 
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Τα περισσότερα προβλήµατα βελτιστοποίησης κατασκευών αντιµετωπίζονται µε την 

θεώρηση ως κρίσιµου κριτηρίου αυτό του βάρος της κατασκευής, παράλληλα όµως 

χρειάζεται να πληρούνται και απαιτήσεις αντοχών, µετατοπίσεων, παραµορφώσεων ή συχνά 

και ιδιοσυχνοτήτων. Συνήθως οι απαιτήσεις αυτές τίθενται ως ανισοτικοί περιορισµοί, ενώ 

τα επιτρεπτά όρια αντοχών, µετατοπίσεων, παραµορφώσεων και ιδιοσυχνοτήτων 

επιλέγονται ως σταθερές παράµετροι κατά τη µόρφωση του µαθηµατικού µοντέλου 

βελτιστοποίησης. Πολλές φορές παρουσιάζεται δυσκολία στην επιλογή των επιτρεποµένων 

ορίων των περιορισµών, τα οποία ενδέχεται να είναι ασαφή σε προβλήµατα 

βελτιστοποίησης πραγµατικών κατασκευών. Στην περίπτωση που αυτά τα όρια δεν είναι 

δυνατό να καθοριστούν µε ακρίβεια εκ των προτέρων τότε τα µεγέθη αυτά 

αντιµετωπίζονται ως κριτήρια προς βελτιστοποίηση. 

 Μία βασική ιδιότητα των προβληµάτων µε πολλές αντικειµενικές συναρτήσεις 

είναι η διαµάχη µεταξύ των κριτηρίων. Μόνο ποσότητες οι οποίες ανταγωνίζονται η µία την 

άλλη µπορούν να αντιµετωπιστούν ως κριτήρια. Όσον αφορά τις υπόλοιπες ποσότητες, 

αυτές µπορούν να συνδυαστούν σε ένα µοναδικό κριτήριο ή µία από αυτές µπορεί να 

αντιπροσωπεύσει µία ολόκληρη οµάδα κριτηρίων. Στη βιβλιογραφία χρησιµοποιείται µία 

ειδική ορολογία για το είδος του ανταγωνισµού µεταξύ των κριτηρίων. Οι Cohon (1978) και 

Koski (1984) πρότειναν την ιδέα της τοπικής (local) και της καθολικής (global) 

αντιπαλότητας. Σύµφωνα µε τους δύο αυτούς ερευνητές η τοπική αντιπαλότητα µεταξύ δύο 

κριτηρίων µπορεί να καθοριστεί ως εξής: 

 “Οι συναρτήσεις fi και fj καλούνται τοπικά συγγραµµικές (locally collinear) χωρίς 

το σηµείο s να αποτελεί σηµείο διαµάχης, όταν υπάρχει c > 0 για το οποίο ισχύει 

∇fi(s)=c∇fj(s). ∆ιαφορετικά οι συναρτήσεις καλούνται τοπικά αντιπαλεύουσες (localy 

conflicting) στο s» 

 Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό δύο κριτήρια είναι συγγραµικά σε ένα σηµείο 

του πεδίου ορισµού τους όταν η µέγιστη βελτίωσή τους στο σηµείο εκείνο επιτυγχάνεται 

προς την ίδια κατεύθυνση ενώ αντίθετα θεωρείται ότι αντιπαλεύουν τοπικά εάν η µέγιστη 

βελτίωσή τους επιτυγχάνεται σε διαφορετικές κατευθύνσεις. Στη δεύτερη περίπτωση, η 

γωνία µεταξύ των διευθύνσεων στις οποίες τα δύο κριτήρια εµφανίζουν τη µέγιστη 

βελτίωση µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως µέτρο της τοπικής αντιπαλότητας. Όµως, ακόµα και 

στην περίπτωση που δύο κριτήρια είναι τοπικά αντιπαλεύοντα σχεδόν σε κάθε σηµείο του 

πεδίου ορισµού τους, είναι δυνατό να εντοπιστεί σχεδιασµός που να αποτελεί ταυτοχρόνως 
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βέλτιστη λύση και για τα δύο κριτήρια. Η καθολική αντιπαλότητα µεταξύ δύο κριτηρίων 

µπορεί να οριστεί ως εξής: 

 “Οι συναρτήσεις fi και fj καλούνται καθολικά αντιπαλεύουσες (globaly 

conflicting) στο εφικτό πεδίο τιµών των παραµέτρων σχεδιασµού F όταν τα προβλήµατα 

βελτιστοποίησης ( )min i
s F

f s
∈

 και ( )min j
s F

f s
∈

 έχουν διαφορετικές µεταξύ τους λύσεις” 

 Σε περιπτώσεις βελτιστοποίησης κατασκευών, το βάρος και κάποια µετατόπιση ή 

τάση του φορέα αποτελούν στις περισσότερες περιπτώσεις ισχυρά αντιπαλεύουσες 

ποσότητες τόσο τοπικά όσο και καθολικά. 

 

2.2.2 Το πρόβληµα βελτιστοποίησης πολλαπλών κριτηρίων 
 

Κατά τη µόρφωση του µαθηµατικού µοντέλου βελτιστοποίησης ενός προβλήµατος η 

επιλογή των µεταβλητών σχεδιασµού, των κριτηρίων και των περιορισµών αποτελεί ίσως τη 

σηµαντικότερη παρέµβαση του σχεδιαστή - µηχανικού. Ο προκύπτον τελικά βέλτιστος 

σχεδιασµός θα είναι πρωταρχικά το αποτέλεσµα των επιλογών αυτών στο αρχικό στάδιο της 

προσοµοίωσης και κατά δεύτερο λόγο της υπολογιστικής διαδικασίας βελτιστοποίησης. Οι 

αριθµητικοί υπολογισµοί θα οδηγήσουν στη βέλτιστη λύση, στην πραγµατικότητα όµως ένα 

σηµαντικό µέρος των αποφάσεων έχουν ήδη παρθεί κατά τη µόρφωση του µοντέλου, και 

εποµένως αυτή η φάση καθορίζει κατά ένα ποσοστό τη βέλτιστη λύση στην οποία θα 

καταλήξουν οι αριθµητικοί υπολογισµοί. 

 Τα προβλήµατα µε πολλές αντικειµενικές συναρτήσεις προσφέρουν τη 

δυνατότητα εφαρµογής ενός είδους ανάλυσης ευαισθησίας για τα επιλεγµένα κριτήρια. 

Όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως, η διαφορά µεταξύ των κριτηρίων και των 

περιορισµών έγκειται στο ότι ο µελετητής επιθυµεί να βελτιώσει τη τιµή ενός κριτηρίου ενώ 

δεν υπάρχει τέτοια δυνατότητα για τους περιορισµούς. Το µαθηµατικό µοντέλο 

βελτιστοποίησης µε m το πλήθος κριτήρια διατυπώνεται ως ακολούθως: 

  

[ ]1 2( ) ( ) ( )min
T

m
s F

f s f s f s
∈

L  (2.1)

 

όπου το διάνυσµα s = [s1 s2 ... sn]T αποτελεί το σύνολο των µεταβλητών σχεδιασµού του 

προβλήµατος και F είναι το εφικτό πεδίο τιµών του συνολικού πεδίου αναζήτησης Rn. Το 
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εφικτό πεδίο τιµών καθορίζεται από τους περιορισµούς ισότητας h(s) και ανισότητας g(s) 

ως εξής: 

 

F = { s ∈ Rn | g(s) ≤ 0, h(s) = 0 } (2.2)

 

Το διάνυσµα f(s) = [f1(s) f2(s) ... fm(s)]T αποτελεί το σύνολο των αντικειµενικών 

συναρτήσεων του προβλήµατος, το οποίο περιέχει τα m αντιπαλεύοντα και πιθανόν µη 

έχοντα κοινή µονάδα µέτρησης κριτήρια. Η απεικόνιση του εφικτού πεδίου τιµών των 

µεταβλητών σχεδιασµού F στο πεδίο των κριτηρίων Rm εκφράζεται ως εξής: 

 

Λ = { z ∈ Rm | z = f(s), s ∈ F } (2.3)
 

το οποίο καλείται επιτευχθέν πεδίο (attainable set) και είναι το σύνολο τιµών των κριτηρίων 

που αντιστοιχούν σε εφικτούς σχεδιασµού. ∆εν υπάρχει ένας µοναδικός σχεδιασµός που να 

βελτιστοποιεί ταυτοχρόνως τις m αντικειµενικές συναρτήσεις. Έτσι η έννοια ενός 

µοναδικού βέλτιστου σχεδιασµού, που χρησιµοποιείται στα προβλήµατα βελτιστοποίησης 

ενός κριτηρίου, δεν είναι δυνατό να χρησιµοποιηθεί σε προβλήµατα πολλαπλών 

αντικειµενικών συναρτήσεων. Η έννοια της κατά Pareto βέλτιστης λύσης παρέχει την 

απαιτούµενη αντιστοιχία µε τη µοναδική λύση των προβληµάτων µίας αντικειµενικής 

συνάρτησης: 

 “Ένα διάνυσµα s* ∈ F αποτελεί µία κατά Pareto βέλτιστη λύση (Pareto Optimal 

Solution) του προβλήµατος της εξίσωσης (2.1) όταν και µόνο όταν δεν υπάρχει κάποιο 

διάνυσµα s ∈ F για το οποίο να ισχύει fi(s) ≤ fi(s*) για i = 1, 2, ... , m µε fj(s) < fj(s*) για 

τουλάχιστον ένα κριτήριο j” 

Σύµφωνα µε τον ορισµό αυτόν ο σχεδιασµός s* αποτελεί µία κατά Pareto βέλτιστη 

λύση εάν δεν υπάρχει κάποιος άλλος εφικτός σχεδιασµός s ο οποίος να βελτιώνει κάποιο 

κριτήριο χωρίς ταυτόχρονα να προκαλεί την χειροτέρευση της τιµής τουλάχιστον ενός 

άλλου. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, γίνεται αντιληπτό ότι τα προβλήµατα βέλτιστου 

σχεδιασµού πολλαπλών κριτηρίων χαρακτηρίζονται από µία οικογένεια εναλλακτικών 

λύσεων. Στην περίπτωση µη ύπαρξης κάποιας επιπλέον πληροφορίας που θα αφορούσε την 

κρισιµότητα του κάθε κριτηρίου, οι λύσεις αυτές θεωρούνται ισοδύναµες, εφόσον 

ικανοποιούν τον παραπάνω ορισµό. Στη βιβλιογραφία έχουν χρησιµοποιηθεί και άλλες 



∆εύτερο Κεφάλαιο Βελτιστοποίηση Πολλαπλών Κριτηρίων 
 

25

 

ονοµασίες για την βέλτιστη κατά Pareto λύση, όπως µη επικρατούσα (non-dominated), µη 

υποδεέστερη (noninferior), ικανή (efficient) και συναρτησιακά αποτελεσµατική (functional 

efficient) βέλτιστη λύση. 

Για να γίνει περισσότερο κατανοητός ο παραπάνω ορισµός ας θεωρήσουµε το 

πρόβληµα της κάµψης µίας τετράγωνης πλάκας, οµοιόµορφα φορτισµένης για την οποία 

ζητούµε την ελαχιστοποίηση του πάχους W της και της µετατόπισης ∆ στο κεντρικό σηµείο 

Α. Το δίκτυο των πεπερασµένων στοιχείων για την ανάλυση αυτή παρουσιάζεται στο σχήµα 

2.1 που ακολουθεί. 

 

 
Σχήµα 2.1. Το πρόβληµα της κάµψης πλάκας (α) Η κατασκευή και τα φορτία (β) Το µοντέλο των 

πεπερασµένων στοιχείων (γ) Οι 6 το πλήθος µεταβλητές σχεδιασµού που περιγράφουν το πάχος της 
πλάκας 

 
 

Τα χαρακτηριστικά της παραπάνω κατασκευής είναι: Φορτίο p=0.4 N/mm2, µέτρο 

ελαστικότητας E=206·103 Ν/mm2, λόγος Poisson ν=0.3, πυκνότητα ρ=7800 kg/m3, άνοιγµα 
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L=600 mm. Οι περιορισµοί του προβλήµατος βελτιστοποίησης είναι οι εξής: Επιτρεπόµενη 

τάση σ=140 MPa (κατά Von Mises), ελάχιστο πάχος tmin=2 mm και µέγιστο πάχος tmax=40 

mm. 

 

 
Σχήµα 2.2. Λύση του προβλήµατος βελτιστοποίησης 2 κριτηρίων της πλάκας 

 

Στο παραπάνω σχήµα 2.2 παρουσιάζεται η λύση του προβλήµατος βελτιστοποίησης 

της πλάκας. Παρουσιάζεται η κατά Pareto βέλτιστη λύση µε τη µορφή καµπύλης 

περιγραφόµενης από 10 σηµεία που αντιστοιχούν σε ισάριθµες αναλύσεις βελτιστοποίησης, 

καθώς και η καµπύλη η αναφερόµενη στην πλάκα οµοιόµορφου πάχους, για λόγους 

σύγκρισης. Αναγράφονται επίσης οι µορφές τριών κατά Pareto βέλτιστων λύσεων οι οποίες 

αναφέρονται στα σηµεία 1, 5 και 10 της καµπύλης Pareto. 

Παρατηρούµε ότι στο πρόβληµα βελτιστοποίησης µε δύο αντικειµενικές 

συναρτήσεις η βέλτιστη λύση δεν είναι µονοσήµαντα ορισµένη. Στην πραγµατικότητα 

υπάρχουν άπειρες το πλήθος βέλτιστες λύσεις οι οποίες αντιστοιχούν στα άπειρα το πλήθος 
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σηµεία της καµπύλης Pareto. Η ιδιότητα της καµπύλης αυτής είναι η εξής: Σε σχέση µε ένα 

σηµείο της καµπύλης, δεν είναι δυνατό ένα σηµείο - λύση εκτός καµπύλης να βελτιώνει την 

τιµή ενός κριτηρίου χωρίς ταυτόχρονα να χειροτερεύει την τιµή του άλλου κριτηρίου. 

Αντίθετα, σε σχέση µε ένα σηµείο εκτός καµπύλης, όπως για παράδειγµα το σηµείο W0 του 

σχήµατος 2.2, υπάρχουν σηµεία τα οποία βελτιώνουν ταυτόχρονα την τιµή και των δύο 

κριτηρίων και που στην περίπτωσή µας είναι τα σηµεία που εµπεριέχονται µεταξύ της 

γραµµοσκιασµένης περιοχής και της καµπύλης Pareto. Τα σηµεία κάτω από την καµπύλη 

Pareto, τα οποία θεωρητικά βελτιώνουν την τιµή και των δύο κριτηρίων, αποτελούν µη 

εφικτούς σχεδιασµούς. 

Η λύση εποµένως ενός προβλήµατος βελτιστοποίησης µε πολλαπλά κριτήρια δεν 

είναι σηµειακή αλλά µια ολόκληρη οικογένεια λύσεων ικανοποιεί τον ορισµό της κατά 

Pareto βέλτιστης λύσης. Από µαθηµατική σκοπιά, το πρόβληµα θεωρείται ότι έχει λυθεί από 

τη στιγµή που έχει καθοριστεί η οικογένεια αυτή των λύσεων. Ωστόσο, όσον αφορά ένα 

πρόβληµα της µηχανικής των κατασκευών, µια τέτοια οµάδα λύσεων δεν έχει πρακτική 

εφαρµογή καθώς χρειάζεται να καθοριστεί µια µοναδική λύση η οποία να αντιστοιχεί σε ένα 

µοναδικό σχεδιασµό. Έτσι ο µηχανικός πρέπει να καθορίσει τη βαρύτητα που θα έχει κάθε 

κριτήριο στον σχεδιασµό, ώστε να βρεθεί η λύση εκείνη µεταξύ των βέλτιστων κατά Pareto 

λύσεων που θα ικανοποιεί τις απαιτήσεις του. 

 

2.3 Μέθοδοι αντιµετώπισης προβληµάτων πολλαπλών 
κριτηρίων 

 

Τα τελευταία χρόνια έχουν αναπτυχθεί πολλές τεχνικές αντιµετώπισης προβληµάτων µε 

πολλές αντικειµενικές συναρτήσεις. Οι δυσκολίες που προκύπτουν στην αριθµητική 

διαχείριση αυτών των προβληµάτων καθώς και οι δυσκολίες στον προγραµµατισµό 

οδήγησαν τους ερευνητές σε µία πληθώρα προσεγγίσεων του ζητήµατος. Στις επόµενες 

παραγράφους γίνεται αναφορά σε διάφορες µεθόδους οι περισσότερες από τις οποίες 

εφαρµόστηκαν στα πλαίσια των εφαρµογών της παρούσας εργασίας. 

 

2.3.1 Γραµµική µέθοδος των βαρών (Linear Weighting Method) 
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Μία κατηγορία µεθόδων είναι εκείνες οι οποίες µετατρέπουν το πρόβληµα των πολλαπλών 

κριτηρίων σε πρόβληµα ενός κριτηρίου µε τη χρήση αντίστοιχων συντελεστών για κάθε 

κριτήριο. Μία τέτοια µέθοδος είναι και η γραµµική µέθοδος των βαρών, σύµφωνα µε την 

οποία όλα τα κριτήρια συνδυάζονται σε µία τελική αντικειµενική συνάρτηση µε τη χρήση 

σταθµικών συντελεστών (βάρη). Αν wi, όπου i = 1, 2,..., m είναι οι σταθµικοί συντελεστές, 

η µορφή που λαµβάνει τελικά η αντικειµενική συνάρτηση είναι η ακόλουθη: 

 

1
min ( )

m

i is F i
w f s

∈
=
∑  (2.4)

 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας είναι δυνατό να χρησιµοποιηθεί η ακόλουθη 

κανονικοποίηση των σταθµικών συντελεστών: 

 

1w
m

1i
i =∑

=  
(2.5)

 

Οι σταθµικοί αυτοί συντελεστές αντιστοιχούν στη βαρύτητα του κάθε κριτήριο. 

Κάθε συνδυασµός των σταθµικών αυτών παραµέτρων αντιστοιχεί θεωρητικά σε µία κατά 

Pareto βέλτιστη λύση, οπότε πραγµατοποιώντας έναν αριθµό αναλύσεων βελτιστοποίησης  

για διάφορους τέτοιους συνδυασµούς, είναι δυνατό να παραχθεί µέρος ή και το σύνολο της 

βέλτιστης κατά Pareto λύσης. Βασικό µειονέκτηµα της µεθόδου αποτελεί το γεγονός ότι 

µόνο σε κυρτά προβλήµατα µας παρέχεται η εγγύηση ότι θα αναπαραχθεί ολόκληρη η 

οικογένεια των κατά Pareto βέλτιστων λύσεων. Πρέπει όµως να επισηµανθεί ότι τα µη 

κυρτά προβλήµατα, στα οποία η µέθοδος των βαρών ενδέχεται να αντιµετωπίσει δυσκολίες, 

δεν αποτελούν τυπικά προβλήµατα βελτιστοποίησης κατασκευών πολλών κριτηρίων. 

Γενικότερα, όπως θα φανεί και στο κεφάλαιο των εφαρµογών, η µέθοδος εµφανίζεται 

αξιόπιστη, µε σταθερή και καλή συµπεριφορά. Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε ότι η 

σχέση (2.4) µπορεί να γραφτεί στο πεδίο των κριτηρίων µε την ακόλουθη µορφή:  

 

1
min

m

i iz i
w z

∈Λ
=
∑  (2.6)

 

όπου zi = fi(s) για i = 1, 2, ..., m και Λ είναι το επιτευχθέν πεδίο το οποίο έχει οριστεί στην 

εξίσωση (2.3). 



∆εύτερο Κεφάλαιο Βελτιστοποίηση Πολλαπλών Κριτηρίων 
 

29

 

Σε πραγµατικές εφαρµογές, όπου οι αριθµητικές τιµές των κριτηρίων, λόγω του ότι 

δεν έχουν κοινή µονάδα µέτρησης, ενδέχεται να έχουν διαφορά τάξης µεγέθους είναι 

σκόπιµο να κανονικοποιούνται όλα τα κριτήρια πριν από τους υπολογισµούς. Η 

κανονικοποίηση αυτή µπορεί να γίνει σύµφωνα µε την παρακάτω σχέση: 

 

min

max min

( )( ) i i
i

i i

f s ff s
f f

−
=

−
%  (2.7)

 

όπου τα κανονικοποιηµένα κριτήρια έχουν το ίδιο πεδίο τιµών δηλαδή ( ) [0,1]if s ∈% , i = 1, 2, 

... , m, ενώ fi min και fi max είναι η ελάχιστη και η µέγιστη τιµή που το κριτήριο i ενδέχεται να 

λάβει για το δεδοµένο πεδίο τιµών των µεταβλητών σχεδιασµού. 

 

2.3.2 Μέθοδος ελαχιστοποίησης της απόστασης από σηµείο (Distance 
method) 

 

Η µέθοδος αυτή βασίζεται στην ελαχιστοποίηση της απόστασης µεταξύ του επιτευχθέντος 

πεδίου και κάποιου προεπιλεγµένου σηµείου αναφοράς στο πεδίο των κριτηρίων. Στη 

µέθοδο αυτή γίνεται χρήση µίας νέας αντικειµενικής συνάρτησης η οποία καλείται 

συνάρτηση απόστασης (distance function). Το πρόβληµα στην περίπτωση αυτή διατυπώνεται 

µε τον ακόλουθο τρόπο: 

 

min ( )ps F
d s

∈
 (2.8)

 

όπου dp(s) είναι η συνάρτηση απόστασης η οποία ορίζεται ως εξής: 

 

[ ]
1/

1

ˆ( ) ( )
pm

p
p i i i

i

d x w f x z
=

 = − 
 
∑  (2.9)

 

όπου p είναι ένας ακέραιος αριθµός. 

Η µέθοδος αυτή έχει χρησιµοποιηθεί αρκετά στη βελτιστοποίηση των κατασκευών. 

Το σηµείο αναφοράς ˆ mz R∈  το οποίο επιλέγεται από τον µελετητή, συνηθίζεται να 

ονοµάζεται ιδεώδες ή ουτοπικό σηµείο. Πολλές φορές ως σηµείο αναφοράς χρησιµοποιείται 

το σηµείο 
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zid = [ f1 min  f2 min  ...  fm min ]T (2.10)
 

όπου fi min είναι η ανεξάρτητη λύση του προβλήµατος βελτιστοποίησης για κάθε κριτήριο i 

ξεχωριστά. Έτσι, στην περίπτωση που θέλουµε να χρησιµοποιήσουµε το zid ως σηµείο 

αναφοράς, είναι απαραίτητη η επίλυση των m προβληµάτων βελτιστοποίησης µίας 

αντικειµενικής συνάρτησης: 

 

min ( )is F
f s

∈
, i = 1, 2, ... , m (2.11)

 

H εξίσωση κανονικοποίησης (2.5) µπορεί να εφαρµοστεί και για τα βάρη wi αυτής 

της µεθόδου. Για την οριακή περίπτωση όπου p = ∞ η εξίσωση (2.8) αντιστοιχεί στο 

σταθµισµένο πρόβληµα ελαχιστοποίησης των µεγίστων (minimax problem): 

 

[ ]min max ( )i is F i
w f x

∈
, i = 1, 2, ... , m (2.12)

 

το οποίο είναι δυνατό να αναπαράγει όλες τις βέλτιστες κατά Pareto λύσεις τόσο σε κυρτά 

όσο και σε µη-κυρτά προβλήµατα. Στην περίπτωση όπου p = 1 το πρόβληµα µεταπίπτει στη 

γραµµική µέθοδο των βαρών εάν ως σηµείο αναφοράς χρησιµοποιηθεί το ẑ = 0, ενώ στην 

περίπτωση όπου p = 2 η µέθοδος καλείται τετραγωνική µέθοδος των βαρών (weighted 

quadratic method) και χρησιµοποιείται ευρέως στη βελτιστοποίηση κατασκευών. 

 

2.3.3 Μέθοδος των περιορισµών (Constraint method) 
 

Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή προτείνεται η αντικατάσταση του προβλήµατος των πολλών 

αντικειµενικών συναρτήσεων µε ένα απλό πρόβληµα βελτιστοποίησης, διατηρώντας ένα 

από τα κριτήρια fk του αρχικού προβλήµατος ως τη µοναδική αντικειµενική συνάρτηση του 

νέου προβλήµατος και αντιµετωπίζοντας τα υπόλοιπα κριτήρια ως περιορισµούς. Με τη 

χρησιµοποίηση των παραµέτρων εi διατυπώνονται οι νέοι περιορισµοί και δηµιουργείται 

ένα επιπλέον εφικτό πεδίο: 

 

Fk (εi) = { s ∈ Rn | fi(s) ≤ εi , i = 1, 2, ..., m µε i ≠ k } (2.13)
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Κάνοντας διαδοχικές αναλύσεις βελτιστοποίησης για διάφορες τιµές των 

παραµέτρων εi είναι δυνατό να αναπαραχθεί ολόκληρο το σετ των κατά Pareto βέλτιστων 

λύσεων. Οπότε το προκύπτων εφικτό πεδίο είναι το k kF F F= ∩  και το παραµετρικό 

πρόβληµα της µιας αντικειµενικής συνάρτησης µπορεί να γραφτεί ως εξής 

 

min ( )
k

ks F
f s

∈
 (2.14)

 

Σε αυτή την περίπτωση κάθε συνδυασµός των παραµέτρων εi αντιπροσωπεύει ένα 

ξεχωριστό πρόβληµα το οποίο αντιστοιχεί σε ένα µέλος της οικογένειας των κατά Pareto 

βέλτιστων λύσεων. Με αυτό τον τρόπο είναι δυνατή η αναπαραγωγή του συνόλου των κατά 

Pareto βέλτιστων λύσεων ακόµη και σε µη κυρτά προβλήµατα. 

 

2.3.4 Μέθοδος προγραµµατισµού στόχων (Goal Programming) 
 

Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή, τα κριτήρια τα οποία αποτελούν τους προς επίτευξη στόχους 

ταξινοµούνται µε βάση τη σειρά σπουδαιότητας. Ο αλγόριθµος προσπαθεί να ικανοποιήσει 

όσο το δυνατόν περισσότερους στόχους, ξεκινώντας από τον στόχο υψηλότερης 

σπουδαιότητας. 

 Όπως προαναφέρθηκε, η τεχνική προγραµµατισµού στόχων προϋποθέτει την 

ταξινόµηση των κριτηρίων ως προς τον βαθµό σπουδαιότητας του κάθε κριτηρίου. Ο 

µηχανικός καθορίζει έναν “στόχο” για κάθε αντικειµενική συνάρτηση οπότε ως επιθυµητή 

λύση του προβλήµατος της εξίσωσης (2.1) επιλέγεται εκείνη η οποία ελαχιστοποιεί το 

άθροισµα των απόλυτων τιµών των αποκλίσεων από το σύνολο των “στόχων”. Μια γενική 

διατύπωση της µεθόδου είναι η ακόλουθη: 

 

1p )d(dmin
/p1m

1i

p
ii ≥







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Ο όρος Ti αποτελεί τον στόχο για το κριτήριο i και επιλέγεται από τον µηχανικό, ενώ οι 

µεταβλητές id −  και id +  είναι η κάτω και πάνω προσέγγιση του στόχου και ορίζονται µε τις 

ακόλουθες σχέσεις: 

 

{ })T)((T)(5.0d iiiii −+−=+ ss ff  (2.17)

 

{ })T)((T)(5.0d iiiii −−−=− ss ff  (2.18)

   

2.4 Προβλήµατα δοµοστατικής µηχανικής µε πολλαπλά 
κριτήρια 

 

Η επιλογή των αντιπαλευόντων κριτηρίων για προβλήµατα βελτιστοποίησης µε πολλαπλά 

κριτήρια στη διεθνή βιβλιογραφία ποικίλει. Όσον αφορά το πρώτο κριτήριο, επιλέγεται 

συνηθέστερα το βάρος ή ο όγκος της κατασκευής, που σχετίζονται άµεσα µε την 

οικονοµικότητα του µοντέλου. Ως δεύτερο κριτήριο συχνά επιλέγεται κάποιο που να 

εκφράζει την ευκαµψία της κατασκευής, όπως λόγου χάρη κάποια συνάρτηση µετατόπισης 

ή κάποια έκφραση της ενέργειας. Στην περίπτωση προβληµάτων δικτυωτών κατασκευών 

υιοθετούνται ως αντιπαλεύοντα µεταξύ τους κριτήρια το βάρος και κάποια ή κάποιες 

µετατοπίσεις ή/και ιδιοσυχνότητες της κατασκευής ενώ αντίστοιχα στην περίπτωση 

πλαισιακών κατασκευών υιοθετούνται συχνά το βάρος και συναρτήσεις τάσεων ή/και 

παραµορφώσεων.  

Στα πλαίσια των εφαρµογών της εργασίας αυτής εξετάστηκαν προβλήµατα 

τρισδιάστατων πλαισιακών κατασκευών µε δύο κριτήρια. Τα κριτήρια που επελέγησαν ήταν 

το βάρος και η µέγιστη µετατόπιση των κόµβων της κατασκευής, δύο ποσότητες ισχυρά 

αντιπαλεύουσες. Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά, βλ. Κεφ. 6 της παρούσας εργασίας 

(Εφαρµογές). 
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3
Στρατηγικές Εξέλιξης (Evolution Strategies – ES) 

 
 

3.1 ∆αρβίνεια θεωρία για την εξέλιξη των ειδών 
 

Οι Βρετανός βιολόγος Κάρολος ∆αρβίνος (Charles Robert Darwin, 1809-1882), όπως και 

πολλοί άλλοι βιολόγοι της εποχής του, πίστευε ότι οι ζωντανοί οργανισµοί εξελίσσονται, 

δηλαδή ότι, µε την πάροδο του χρόνου, µερικά είδη µετατρέπονται σε συγγενικά είδη, ενώ 

άλλα εξαφανίζονται. Εκείνο που προβληµάτιζε τον ∆αρβίνο ήταν ο µηχανισµός µε τον οποίο 

πραγµατοποιείται αυτή η εξέλιξη. 

Το 1838 ο ∆αρβίνος διάβασε το έργο του Τόµας Μάλθους (Tomas Robert Malthus, 

1766-1834) Essay on Population (∆οκίµιο για τον πληθυσµό) και συνειδητοποίησε ότι ο 

άνθρωπος δεν είναι το µόνο είδος που πολλαπλασιάζεται σε σηµείο ώστε να µην του 

επαρκούν οι διαθέσιµες πηγές τροφής – το ίδιο συµβαίνει και µε όλους τους ζωντανούς 

οργανισµούς. Εποµένως, σε κάθε γενιά υπάρχει ένας ανταγωνισµός ανάµεσα στα µέλη του 

κάθε είδους για την επιβίωση και από τον ανταγωνισµό αυτό, επιζούν εκείνα τα άτοµα που 

κατορθώνουν να εξασφαλίζουν αρκετή τροφή και να αντιµετωπίζουν καλύτερα τους εχθρούς 

τους. Με άλλα λόγια, η ίδια η φύση επιλέγει έναν περιορισµένο αριθµό ατόµων για 

επιβίωση. Τα χαρακτηριστικά που κάνουν πιο πιθανή την επιβίωση θα κληροδοτηθούν 

στους απογόνους των ατόµων που έχουν επιζήσει, ενώ ο µηχανισµός της Φυσικής Επιλογής, 

όπως ονοµάζεται η αρχή της διατήρησης και επιβίωσης του καλύτερα προσαρµοζόµενου 

(ευνοούµενου) οργανισµού, θα εξακολουθήσει να λειτουργεί και στη γενιά των απογόνων. Ο 

∆αρβίνος θεώρησε ότι ανάµεσα στους απόγονους υπάρχουν πάντοτε τυχαίες και πολύ µικρές 

διαφοροποιήσεις και ότι η ίδια η φύση τις χρησιµοποιεί ως ένα µέσο επιλογής. Οι 
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“καλύτερες” ποικιλίες δεν θα τα καταφέρνουν καλύτερα σε κάθε µεµονωµένη περίπτωση, 

αφού επιδρά και ο παράγοντας της τύχης, όµως µακροπρόθεσµα θα έχουν µεγαλύτερες 

πιθανότητες επιβίωσης. Είναι δε πιθανό, καθώς µε τον χρόνο συσσωρεύονται ευνοϊκά 

γνωρίσµατα σε ορισµένα άτοµα, τα άτοµα αυτά να γίνουν τόσο διαφορετικά από εκείνα του 

αρχικού πληθυσµού ώστε τελικά να αποτελέσουν ένα νέο είδος. 

Αυτή είναι η θεωρία της εξέλιξης µέσω της φυσικής επιλογής. Ο ∆αρβίνος 

γνωρίζοντας τις έντονες αντιδράσεις που θα προκαλούσε η δηµοσίευση της επιστηµονικής 

του εργασίας στην κοινή γνώµη, λόγω της έντονης προσκόλλησης των ανθρώπων της εποχής 

σε προκαταλήψεις και δεισιδαιµονίες, ανάλωσε γύρω στα είκοσι χρόνια συγκεντρώνοντας 

ενδείξεις για την ορθότητα της θεωρίας του, ώστε να µετριάσει τις αντιδράσεις. Το 1859 

δηµοσίευσε τελικά το σχετικό βιβλίο που είναι γνωστό µε τον τίτλο The Origin of Species (Η 

προέλευση των ειδών), το οποίο άλλαξε τον τρόπο σκέψης των ανθρώπων και αποτελεί ίσως 

µέχρι σήµερα το πιο αξιόλογο επιστηµονικό έργο, µετά το κλασικό σύγγραµµα του 

Νεύτωνα. 
 

Οι βασικοί παράγοντες στην εξέλιξη των ειδών, τους οποίους επισήµανε ο ∆αρβίνος, 

είναι οι ακόλουθοι: 
 

(i) Μεταλλάξεις: Οι κληρονοµήσιµες αλλαγές του γενετικού υλικού ονοµάζονται 

µεταλλάξεις. Οι διάφοροι τύποι µεταλλάξεων (γονιδιακές, χρωµοσωµικές) έχουν σαν 

αποτέλεσµα να µεταβληθεί η συχνότητα κάποιου ή κάποιων γονιδίων µέσα σε έναν 

πληθυσµό και να εµφανιστούν “νέα” χαρακτηριστικά µέσα στο είδος. Οι µεταλλάξεις, αν και 

αυξάνουν τη γενετική ποικιλότητα προσφέροντας έτσι υλικό και δυνατότητες για την 

εξέλιξη, δεν µπορούν από µόνες τους να καθορίσουν και την κατεύθυνση της εξελικτικής 

πορείας. Η φυσιολογική ζωή των γονιδίων επιβάλλει τον αυτοδιπλασιασµό τους ενώ τα 

χρωµοσώµατα διαχωρίζονται κατά τη διάρκεια της ζωής ενός κυττάρου ή οργανισµού µε 

µαθηµατική ακρίβεια. Αυτό συµβαίνει χιλιάδες φορές χωρίς το παραµικρό λάθος. ∆ιάφοροι 

συνδυασµοί γονιδίων προκαλούν τη δηµιουργία ποικιλιών στους απογόνους, χωρίς να 

µεταβληθούν τα επιµέρους γονίδια. Σπάνια όµως εµφανίζεται σε έναν απόγονο µια ιδιότητα 

που δεν προϋπάρχει σε κανένα γονέα. Αν συµβεί κάτι τέτοιο, τότε έχουµε µια αλλαγή στο 

γενετικό υλικό, η οποία ονοµάζεται µετάλλαξη. Στη βιολογία, ανάλογα µε το σηµείο του 

γενετικού υλικού στο οποίο συνέβη η µόνιµη αλλαγή και προξενήθηκε η µετάλλαξη, γίνεται 

διάκριση σε Γονιδιακή µετάλλαξη και Χρωµοσωµική ανωµαλία. 
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(ii) Φυσική επιλογή: Τα µεταλλαγµένα γονίδια, µαζί µε τα νέα γνωρίσµατα που 

δίνουν στον οργανισµό, αξιολογούνται µε βάση τη χρησιµότητά τους: Όσα µεταλλαγµένα 

γονίδια ευνοούν την επιβίωση αυξάνουν τη συχνότητά τους, καθώς πληθαίνουν και αυτά 

µαζί µε τα άτοµα που τα φέρουν, ενώ αντίθετα όσα δεν ευνοούν την επιβίωση των ατόµων 

που τα φέρουν ή είναι αρνητικά για τη ζωή (θνησιγόνα γονίδια) εξαφανίζονται µαζί µε τους 

φορείς τους. Η διαδικασία που “αποφασίζει” ποια µεταλλαγµένα γονίδια θα επιζήσουν και 

ποια θα εκλείψουν ονοµάζεται Φυσική Επιλογή. Ο ρόλος της φυσικής επιλογής είναι 

εποµένως να κατευθύνει τη γενετική ποικιλότητα των µεταλλάξεων προς συγκεκριµένη 

εξελικτική πορεία µε µόνο κριτήριο το κέρδος για τη µακροχρόνια επιβίωση του 

οργανισµού. 
 

(iii) Γενετικές αποµονώσεις: ∆ιάφορες αιτίες µπορεί να εµποδίσουν τη γόνιµη 

διασταύρωση ατόµων που ανήκουν στο ίδιο είδος, µε αποτέλεσµα να διαταράσσεται η 

φυσιολογική ανταλλαγή γονιδίων και να µεταβάλλεται η γονιδιακή συχνότητα. Οι γενετικές 

αποµονώσεις αναφέρονται σε αιτίες και καταστάσεις που επηρεάζουν τη διακίνηση και ροή 

των γονιδίων µέσα σε έναν πληθυσµό. Τα εµπόδια αυτά αποτελούν τελικά τους φραγµούς ή 

τους µηχανισµούς αποµόνωσης των πληθυσµών. 
 

Το φαινόµενο της αναπαραγωγής λοιπόν, όπως παρατηρείται στη φύση, αποβλέπει 

στη δηµιουργία απογόνων µε αυξηµένη ικανότητα επιβίωσης στο εκάστοτε περιβάλλον. 

Αποτέλεσµα αυτής της αναπαραγωγής είναι η µεταφορά βιολογικών πληροφοριών από γενιά 

σε γενιά. Οι πληροφορίες αυτές ή διαφορετικά το γενετικό υλικό ενός ατόµου, δεν είναι 

τίποτε άλλο παρά οι ιδιότητες ή τα γνωρίσµατα τα οποία βρίσκονται στους γονείς και 

µεταφέρονται στους απογόνους. Το γενετικό υλικό βρίσκεται στον πυρήνα ορισµένων 

κυττάρων (ευκαρυωτικά κύτταρα) αποθηκευµένο στα χρωµοσώµατα, ο ρόλος των οποίων 

είναι η αντιγραφή, η διατήρηση και η µεταφορά της γενετικής πληροφορίας. Πάνω στα 

χρωµοσώµατα βρίσκονται τα γονίδια τα οποία είναι αυτά που καθορίζουν την έκφραση της 

γενετικής πληροφορίας που µεταφέρουν. 

 

3.2 Εισαγωγή στην βελτιστοποίηση µε Στρατηγικές Εξέλιξης 
 

Οι Στρατηγικές Εξέλιξης (Evolution Strategies - ES) είναι µία από τις σηµαντικότερες 

εξελικτικές µεθόδους βελτιστοποίησης. Αναπτύχθηκαν τη δεκαετία του 1970 αρχικά από τον 
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I. Rechenberg (1973) και στη συνέχεια από τον H.P. Schwefel και την ερευνητική του οµάδα 

(1981). Αρχικά εφαρµόστηκαν σε µαθηµατικά προβλήµατα βελτιστοποίησης ενώ στη 

συνέχεια η χρήση τους επεκτάθηκε και στον χώρο του βέλτιστου σχεδιασµού των 

κατασκευών. Η µέθοδος των ES µιµείται τη βιολογική εξέλιξη στη φύση, όπως αυτή 

περιγράφτηκε στην προηγούµενη παράγραφο, και έχει δύο χαρακτηριστικά τα οποία την 

κάνουν να διαφέρει από τους συµβατικούς αλγορίθµους βελτιστοποίησης: 
 

• Στη θέση των συνήθων αιτιοκρατικών (ντετερµινιστικών) τελεστών, η µέθοδος των 

ES χρησιµοποιεί τυχηµατικούς τελεστές: Μετάλλαξη (mutation), ανασυνδυασµό (recombi-

nation) και επιλογή (selection).  
 

• Αντί της διερεύνησης ενός σηµείου σχεδιασµού σε κάθε βήµα της διαδικασίας 

βελτιστοποίησης, η µέθοδος των ES δουλεύει ταυτόχρονα µε έναν πληθυσµό σηµείων 

σχεδιασµού µέσα στο πεδίο αναζήτησης. 
 

Οι ES είναι ιδιαίτερα απλές µέθοδοι στην υλοποίηση και εφαρµογή τους και µπορούν 

να δώσουν λύση σε πολύπλοκα προβλήµατα βελτιστοποίησης µε συνεχείς, διακριτές ή και 

µεικτές µεταβλητές σχεδιασµού. Το βασικό πλεονέκτηµα των µεθόδων είναι ότι λόγω της 

τυχηµατικότητας του τρόπου έρευνας έχουν µεγαλύτερες πιθανότητες για την εύρεση του 

απόλυτα βέλτιστου σχεδιασµού σε σχέση µε τις µαθηµατικές µεθόδους, στις οποίες η 

αναζήτηση διενεργείται µέσω συγκεκριµένων νοµοτελειακών διαδικασιών. Ένα επίσης 

σηµαντικό πλεονέκτηµα των ES είναι η φυσική τους παραλληλία, η οποία οφείλεται στην 

ανεξαρτησία των υπό εξέταση σχεδιασµών µεταξύ τους σε κάθε βήµα της διαδικασίας 

βελτιστοποίησης, και που έχει ως αποτέλεσµα την αποδοτικότατη εφαρµογής τους σε 

παράλληλο υπολογιστικό περιβάλλον. 

Το εύρος των προβληµάτων στα οποία οι ES αποδεικνύονται αποτελεσµατικοί είναι 

µεγάλο. Ειδικά σε δύσκολα προβλήµατα βέλτιστου σχεδιασµού µε πολλά τοπικά ελάχιστα ή 

µε πολλές αντικρουόµενες αντικειµενικές συναρτήσεις, οι ES υπερτερούν σαφέστατα των 

µαθηµατικών µεθόδων οι οποίες αδυνατούν πολλές φορές να δώσουν αποδεκτή λύση στο 

πρόβληµα. Βέβαια, ο τυχηµατικός τρόπος αναζήτησης που έχουν υιοθετήσει οι ES έχει το 

µειονέκτηµα του αργού σχετικά ρυθµού σύγκλισης σε σχέση µε τις µαθηµατικές µεθόδους, 

µε αποτέλεσµα να απαιτείται µεγάλος αριθµός επαναλήψεων της διαδικασίας 

βελτιστοποίησης για την εύρεση του βέλτιστου σχεδιασµού. Το κόστος όµως κάθε µίας από 
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αυτές είναι σχετικά µικρό, αφού δεν απαιτείται η χρονοβόρα διαδικασία της ανάλυσης 

ευαισθησίας για τον υπολογισµό παραγώγων. 
 

Η µέθοδος των Στρατηγικών Εξέλιξης µπορεί να χωριστεί γενικά σε δύο κατηγορίες: 
 

(i) Τις Στρατηγικές Εξέλιξης δύο µελών (2 - ES), και 

(ii) Τις Στρατηγικές Εξέλιξης πολλών µελών (Μ - ES) 

 

3.3 Γεννήτριες τυχαίων αριθµών 
 

Όπως αναφέρθηκε, αλλά και θα φανεί ξεκάθαρα στις επόµενες παραγράφους, η 

τυχηµατικότητα είναι µία από τις βασικότερες αρχές στις οποίες στηρίζονται οι Στρατηγικές 

Εξέλιξης, αλλά και οι εξελικτικοί αλγόριθµοι γενικότερα. Κατά καιρούς έχουν προταθεί, 

ελεγχθεί και εφαρµοστεί ποικίλες µέθοδοι παραγωγής τυχαίων αριθµών βασισµένες είτε σε 

τυχαία φαινόµενα είτε σε αιτιοκρατικές (ντετερµινιστικές) διαδικασίες. Παλαιότερα, 

εφαρµόζονταν ακόµη και χειροκίνητες διαδικασίες βασιζόµενες σε ζάρια, χαρτιά και 

συσκευές τύπου ρουλέτας, οι οποίες όµως γρήγορα εγκαταλείφτηκαν διότι αποδείχτηκαν 

πολύ αργές για γενικευµένη χρήση και το κυριότερο, µη ικανές για αναπαραγωγή της ίδιας 

σειράς τυχαίων αριθµών. 

Με την εµφάνιση των ηλεκτρονικών υπολογιστών έγινε δυνατή η µαζική παραγωγή 

τυχαίων αριθµών, η πιστή αναπαραγωγή τους και η αποθήκευσή τους µε σχετική ευκολία. 

Ένας από τους πρώτους αλγορίθµους που χρησιµοποιήθηκαν για την παραγωγή µίας 

ακολουθίας “τυχαίων” αριθµών, είναι η µέθοδος του µέσου τετραγώνου (mid-square 

method). Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή επιλέγεται αρχικά ένας τετραψήφιος αριθµός, 

υπολογίζεται το τετράγωνό του και στη συνέχεια λαµβάνονται τα τέσσερα µεσαία ψηφία του 

αποτελέσµατος αυτού ως ο νέος ανεξάρτητος τετραψήφιος αριθµός και επαναλαµβάνεται η 

ίδια διαδικασία. Η διαδικασία αυτή ενδέχεται να οδηγήσει σε ανακύκλωση των ίδιων 

αριθµών µετά από κάποιο σηµείο ή και να οδηγηθεί σε πρόωρο τερµατισµό, αν εµφανιστούν 

τέσσερα συνεχόµενα κεντρικά µηδενικά ψηφία. 

Η παραγωγή “τυχαίων” αριθµών από έναν ηλεκτρονικό υπολογιστή, είναι κάτι που 

συχνά ξενίζει, καθώς έρχεται σε αντίθεση µε την πλήρως αιτιοκρατική - ντετερµινιστική 

φύση της λειτουργίας του. Στην ουσία, ένας ηλεκτρονικός υπολογιστής δεν έχει τη 

δυνατότητα παραγωγής τυχαίων αριθµών µε την πλήρη έννοια του όρου, αλλά ψευδοτυχαίων 
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(pseudo-random) αριθµών. Οι αριθµοί αυτοί καλούνται έτσι, διότι η σειρά τους µπορεί ανά 

πάσα στιγµή να αναπαραχθεί αν είναι γνωστές κάποιες αρχικές παράµετροι. Στην πράξη, 

αυτό που προέχει είναι οι προκύπτοντες από µία τέτοια διαδικασία “τυχαίοι” αριθµοί να 

είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένοι και στατιστικώς ανεξάρτητοι. Τα δύο χαρακτηριστικά 

αυτά είναι που καθορίζουν τελικά την “ποιότητα” µίας γεννήτριας τυχαίων αριθµών. 

Μια πιο διαδεδοµένη γεννήτρια τυχαίων αριθµών, που καλείται µικτή γεννήτρια 

οµοιότητας (mixed congruential generator) είναι αυτή που χρησιµοποιεί το ακέραιο µέρος 

της διαίρεσης δύο ποσοτήτων. Συγκεκριµένα για τον υπολογισµό µιας σειράς τυχαίων 

αριθµών Xi (i = 1, 2, …, n), εφαρµόζεται η επαναληπτική σχέση: 
 

  ii1i kmcXaX ⋅−+⋅=+  

 

όπου ο όρος a > 0 καλείται παράγοντας, ο όρος c > 0 βήµα και ki είναι το ακέραιο µέρος της 

διαίρεσης: 
 

  



 +⋅

=
m

cXak i
i  

 

όπου m > 0. Η τιµή εκκίνησης Χ0 καλείται σπόρος (seed) και είναι επιλογή του χρήστη της 

µεθόδου. Οι ψευδοτυχαίοι αριθµοί που προκύπτουν από τη διαδικασία αυτή αποδεικνύεται 

ότι είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένοι, στατιστικώς ανεξάρτητοι και είναι δυνατό να 

αναπαραχθούν. Για να προκύψουν τυχαίοι αριθµοί Ui στο διάστηµα (0, 1) αρκεί (αφού Xi < 

m για κάθε i), να διαιρεθεί κάθε αριθµός Xi µε m: 
 

  
m
X

U i
i =  

 

Είναι προφανές ότι µία τέτοια σειρά «πίπτει σε βρόγχο», δηλαδή θα επαναλάβει τον 

εαυτό της µετά από m το πολύ βήµατα (αφού Xi < m). Η επανάληψη των ίδιων αριθµών 

είναι αναπόφευκτη και γι’ αυτό η παράµετρος m πρέπει να λαµβάνεται όσο το δυνατόν 

µεγαλύτερη. Αν η περίοδος µίας τέτοιας σειράς αριθµών είναι ακριβώς ίση µε m, τότε λέµε 

ότι η σειρά έχει πλήρη περίοδο (full period), και αυτό αποδεικνύεται ότι ισχύει κάτω από 

ορισµένες προϋποθέσεις για τις τιµές των παραµέτρων. 

(3.1)

(3.2)

(3.3)
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Οι περισσότεροι υπολογιστές χρησιµοποιούν δυαδικό ή δεκαδικό σύστηµα, οπότε 

µπορούν να επιλεγούν αντίστοιχα οι τιµές m = 2β ή m = 10β, όπου ο όρος β αντιστοιχεί στο 

µήκος λέξης του συγκεκριµένου υπολογιστή. Για έναν δυαδικό υπολογιστή, αποδεικνύεται 

ότι η επιλογή m=2β εξασφαλίζει πλήρη περίοδο. Καλά στατιστικά αποτελέσµατα έχει βρεθεί 

ότι δίδουν τιµές των παραµέτρων όπως οι εξής: m = 235, a = 27+1 και c = 1. Αντίστοιχα, για 

έναν δεκαδικό υπολογιστή, για να παραχθεί σειρά τυχαίων αριθµών µε πλήρη περίοδο θα 

πρέπει m=10β, η παράµετρος c να είναι θετικός αριθµός και µη διαιρετός από το 2 ή το 5 και 

ο πολλαπλασιαστής a να είναι της µορφής a = 10r + 1, όπου r > 1. Καλά στατιστικά 

αποτελέσµατα δίδουν τιµές των παραµέτρων όπως οι εξής: α = 101 και c = 1. Στην 

περίπτωση αυτή, η τιµή εκκίνησης X0 δεν επηρεάζει τα στατιστικά χαρακτηριστικά της 

ακολουθίας των τυχαίων αριθµών. 

Μια δεύτερη πολύ διαδεδοµένη µέθοδος παραγωγής τυχαίων αριθµών είναι η 

πολλαπλασιαστική γεννήτρια (multiplicative generator), σύµφωνα µε την οποία οι τυχαίοι 

αριθµοί Xi, υπακούουν στη σχέση: 
 

  ii1i kmXaX ⋅−⋅=+  

 

όπου ki είναι το ακέραιο µέρος της σχέσης (3.2). Η τεχνική αυτή αποτελεί ειδική περίπτωση 

της προηγούµενης, η οποία προκύπτει αν τεθεί c = 0 στη σχέση (3.1). 

 

3.4 Στρατηγικές Εξέλιξης δύο µελών (2 - ES) 
 

Οι Στρατηγικές Εξέλιξης µε δύο µέλη, οι οποίες συµβολίζονται µε (1+1) ES, είναι οι 

θεµελιώδεις και απλούστερες Στρατηγικές Εξέλιξης. Στο µοντέλο των ES δύο µελών του 

Rechenberg, χρησιµοποιούνται οι αρχές της µετάλλαξης (µεταλλαγής) και της επιλογής. Το 

µοντέλο αυτό απεικονίζει τη δηµιουργία µίας σειράς διαδοχικών γενεών µε τη µορφή µίας 

επαναληπτικής διαδικασίας η οποία στοχεύει στο να δώσει λύση σε προβλήµατα 

βελτιστοποίησης. Ο βασικός πληθυσµός αποτελείται από δύο µέλη, έναν γονέα και έναν 

απόγονο. Κάθε µέλος του πληθυσµού χαρακτηρίζεται από τον γονότυπο, ο οποίος 

αποτελείται από ένα σύνολο γονιδίων. Τα γονίδια στην περίπτωση ενός προβλήµατος 

βελτιστοποίησης αντιστοιχούν στις µεταβλητές σχεδιασµού. 

(3.4)
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Παρακάτω θα δούµε πώς εφαρµόζεται η µέθοδος των Στρατηγικών εξέλιξης δύο 

µελών για την επίλυση του προβλήµατος βελτιστοποίησης µε συνεχείς µεταβλητές 

σχεδιασµού: 
 

  

t,,2,1k,0)s(h

m,,2,1j,0)s(g

n,,2,1i,usl

}s,,s,s{smin,)s(F

k

j

iii

T
n21

K
r

K
r

K

K
rr

==

=≤

=≤≤

=→

 

 

Βήµα 0: Αρχή (initialization). Στο βήµα αυτό, απαιτείται µόνο ο γονότυπος του 

γονέα. Η θέση κάθε σηµείου αναζήτησης προσδιορίζεται γενικά µε ένα διάνυσµα θέσης το 

οποίο αποτελείται από n όρους. Ο γονέας (parent) της πρώτης γενιάς (generation) g=0 είναι 

ένα διάνυσµα )0(
Ps
r

 
 

Βήµα 1: Μετάλλαξη (mutation). Ο γονέας P(g) της γενιάς g µε διάνυσµα θέσης )g(
Ps
r

 

γεννά έναν απόγονο (offspring) Ο(g) µε διάνυσµα θέσης )g(
Osr  του οποίου ο γονότυπος 

διαφέρει λίγο από εκείνον του γονέα του. Η διαφοροποίηση αναφέρεται σε επίπεδο γονιδίων, 

δηλαδή σε επίπεδο µεταβλητών σχεδιασµού και είναι αποτέλεσµα τυχηµατικής διαδικασίας, 

η δράση της οποίας είναι ανεξάρτητη για κάθε γονίδιο. ∆ηλαδή κάθε ένας από τους όρους 

του διανύσµατος – απογόνου διαφέρει λίγο από τον αντίστοιχο όρο του διανύσµατος – 

γονέα. Το διάνυσµα – απόγονος (offspring vector) προκύπτει εποµένως µε την πρόσθεση στο 

πατρικό διάνυσµα (parent vector) ενός διανύσµατος τυχηµατικής αλλαγής )g(zr : 
 

  )g()g(
P

)g(
O zss rrr

+=  

 

Ο τελεστής της µετάλλαξης µπορεί να θεωρηθεί, κατ’ αντιστοιχία µε τα βιολογικά 

πρότυπα, ως η γενεσιουργός αιτία µικρών σε µέγεθος και συχνότητα τυχηµατικών 

µεταβολών του γενετικού υλικού. Στόχος της µετάλλαξης είναι η εµφάνιση µικρών 

διαφοροποιήσεων στους σχεδιασµούς µε σχετικά µεγάλη συχνότητα και µεγάλων 

διαφοροποιήσεων µε µικρότερη συχνότητα. 
 

(3.5)

(3.6)
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Βήµα 2: Επιλογή (selection). Εξαιτίας του διαφορετικού γονότυπου των δύο µελών 

του πληθυσµού (γονέας – απόγονος), τα δύο µέλη έχουν διαφορετική ζωτικότητα (ικανότητα 

επιβίωσης) στο ίδιο περιβάλλον (για την περίπτωση ενός προβλήµατος βέλτιστου 

σχεδιασµού, η συνάρτηση αξιολόγησης F είναι ίδια και για τα δύο µέλη). Μόνο ένα µέλος 

θα µπορέσει να επιβιώσει στην επόµενη γενιά και να αναπαράγει νέους απογόνους. Το µέλος 

αυτό θα είναι εκείνο το οποίο έχει αυξηµένη ικανότητα επιβίωσης, η οποία εκφράζεται µέσω 

της τιµής της αντικειµενικής συνάρτησης που είναι διαφορετική για τις δύο πιθανές λύσεις 
)g(

Ps
r

 και )g(
Osr . Προϋπόθεση είναι φυσικά το µέλος αυτό να ικανοποιεί και τους περιορισµούς 

του προβλήµατος. Έτσι, µπορούµε να γράψουµε για τον γονέα της επόµενης γενιάς: 
 

 

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όπου t,,1km,,1j KK == και . 

Αφού εκλεγεί το πατρικό διάνυσµα για τη νέα γενιά (g+1), η διαδικασία επιστρέφει 

στο βήµα 1 και η αναζήτηση συνεχίζεται µέχρι τα κριτήρια τερµατισµού που έχουν τεθεί να 

ικανοποιηθούν. Με τα κριτήρια τερµατισµού της διαδικασία θα ασχοληθούµε αναλυτικά 

στην παράγραφο 3.4.2. 
 

Στο µοντέλο που περιγράφτηκε παραπάνω, έχουν γίνει οι ακόλουθες υποθέσεις: 
 

• Το µέγεθος του πληθυσµού παραµένει πάντοτε σταθερό και ίσο µε δύο (ένας γονέας 

και ένας απόγονος). 
 

• Τα µέλη του πληθυσµού έχουν άπειρη διάρκεια ζωής αλλά και απεριόριστη 

ικανότητας γένεσης απογόνων, δηλαδή αν κάποιο µέλος του πληθυσµού παρουσιάζει 

ικανότητα επιβίωσης τέτοια ώστε να του επιτρέπει να επικρατεί συνεχώς έναντι των 

απογόνων του, τότε το µέλος αυτό µπορεί να ζει για άπειρο αριθµό κύκλων και να 

αναπαράγει άπειρο αριθµό απογόνων. 
 

• ∆εν υπάρχει διαφορά µεταξύ του γονότυπου και του φαινότυπου. Σηµειώνεται εδώ 

ότι στη βιολογία το σύνολο των γονιδίων ενός οργανισµού καθορίζει τον γονότυπό του, ενώ 

η έκφραση των γονιδίων στον οργανισµό καθορίζει τον φαινότυπο, δηλαδή τη φυσική 

εµφάνιση του οργανισµού. 

(3.7)
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• Λαµβάνει χώρα µόνο σηµειακή µετάλλαξη, και αυτή σε επίπεδο γονιδίων, σε 

αντίθεση µε τη φύση όπου όπως αναφέραµε υπάρχει και ένας δεύτερος τύπος µετάλλαξης. 

Θα πρέπει να σηµειωθεί επίσης ότι το µέγεθός της είναι ανεξάρτητο από γονίδιο σε γονίδιο. 
 

• Το περιβάλλον καθώς επίσης και τα κριτήρια αξιολόγησης της ικανότητας επιβίωσης 

παραµένουν αµετάβλητα µε το πέρασµα του χρόνου. 
 

• ∆εν υπάρχει διάκριση µεταξύ αρσενικού και θηλυκού φύλου. 
 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, γίνεται σαφές ότι οι αρχές της µετάλλαξης και της 

επιλογής δεν χρησιµοποιούνται µε την πλήρη βιολογική τους έννοια, αλλά έχει γίνει απλά 

µία κατάλληλη προσοµοίωσή τους. Στο βιβλίο “Evolutionstrategie” ο Rechenberg (1973) 

εξετάζει µε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια την αντιστοιχία µεταξύ της βιολογικής διαδικασίας 

εξέλιξης και του προβλήµατος βελτιστοποίησης. 

Το τυχαίο διάνυσµα )g(zr  όπως είδαµε, αποτελεί τον πυρήνα της διαδικασίας γένεσης 

των απογόνων. Το ερώτηµα λοιπόν που τίθεται είναι ποιος θα πρέπει να είναι ο τρόπος 

επιλογής του διανύσµατος αυτού ώστε να προσεγγίζονται µε µεγαλύτερη πιστότητα τα 

χαρακτηριστικά του φαινόµενου της µετάλλαξης στη φύση και να οδηγούµαστε µε 

µεγαλύτερη ασφάλεια και ταχύτητα στο βέλτιστο. Στη φύση η διαδικασία της µετάλλαξης 

νοείται ως ένα τυχαίο γεγονός το οποίο λαµβάνει χώρα σπάνια. Ο Rechenberg στην 

προσπάθειά του να εντάξει τη διαδικασία µετάλλαξης στην τεχνική των Στρατηγικών 

Εξέλιξης, την προσοµοίωσε µε ένα άθροισµα πολλών ανεξάρτητων τυχαίων γεγονότων 

βασισµένο σε µία πιθανοτική κατανοµή, σύµφωνα µε την οποία µικρές αλλαγές συµβαίνουν 

συχνά, ενώ µεγάλες σπανίως. Για να διατηρηθεί κάποια αναλογία µε τη διαδικασία εξέλιξης 

που ακολουθείται στη φύση, πρέπει να τεθούν οι δύο ακόλουθες απαιτήσεις: 
 

(i) Η µέση τιµή ξi των παραγόµενων τυχαίων αριθµών zi πρέπει να είναι ίση µε το 

µηδέν. 
 

(ii) Η διασπορά σi
2, δηλαδή η µέση απόκλιση από τη µέση τιµή, πρέπει να είναι 

σχετικά µικρή. 
 

Υπάρχουν πολλές πιθανοτικές κατανοµές οι οποίες εµφανίζουν τα παραπάνω 

χαρακτηριστικά. Στην περίπτωση των συνεχών προβληµάτων βελτιστοποίησης, µπορεί να 



Τρίτο Κεφάλαιο Στρατηγικές Εξέλιξης 
 

43

 

χρησιµοποιηθεί η κανονική κατανοµή (κατανοµή Gauss ή Γκαουσιανή κατανοµή) η οποία 

συµβολίζεται µε Ν(ξi, σi
2). Λέµε ότι η συνεχής τυχαία µεταβλητή zi ακολουθεί την κανονική 

κατανοµή µε παραµέτρους ξi, σi όταν έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την 
 

  







σ
ξ−

−
σπ

= 2
i

2
ii

i
i 2

)z(exp
2
1)z(p  

 

Η παραπάνω σχέση αναφέρεται γενικά στην κατανοµή Ν(ξi, σi
2). Αν η µέση τιµή ξi 

λάβει την τιµή µηδέν, τότε έχουµε τη ζητούµενη κατανοµή Ν(0, σi
2). Μένει να καθοριστούν 

οι παράµετροι σi οι οποίες αντιστοιχούν στις τυπικές αποκλίσεις των όρων zi του τυχαίου 

διανύσµατος )g(zr . Σε αναλογία µε τις ντετερµινιστικές µεθόδους βελτιστοποίησης, οι 

παράµετροι σi µπορούν να ονοµαστούν µήκη βήµατος της διαδικασίας, εφόσον 

αντιπροσωπεύουν τις µέσες τιµές των µηκών των τυχαίων βηµάτων. 

Στο σχήµα 3.1 που ακολουθεί, παρουσιάζονται οι γραφικές παραστάσεις δύο 

κανονικών κατανοµών, της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής Ν(0, 1) και της κατανοµής 

Ν(0,4). 

-6 -4 -2 2 4 6

0.1

0.2

0.3

0.4

 
 

 

 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σχέση 3.8), έχει κορυφή το σηµείο 

)21,( σπξ  και είναι συµµετρική ως προς τον κατακόρυφο άξονα τον διερχόµενο από το ξ. 

Στο διάστηµα (ξ-3σ, ξ+3σ), όπως φαίνεται και στο παραπάνω σχήµα, περιέχονται σχεδόν 

όλες οι “πιθανές” τιµές. Πράγµατι, %3.0)3|X|(P ≅σ>µ−  

 

 

Σχήµα 3.1. Κανονικές κατανοµές Ν(ξ, σ2): 

(α) Τυποποιηµένη κατανοµή Ν(0, 1),     (β) Κατανοµή Ν(0, 4) 

(3.8)

(α) 

(β) 
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3.4.1 Προσαρµογή του µήκους βήµατος 
 

Στην περίπτωση των ντετερµινιστικών τεχνικών αναζήτησης του βέλτιστου, τόσο η 

διεύθυνση της αναζήτησης όσο και το µήκος βήµατος ορίζονται µε συγκεκριµένο 

νοµοτελειακό τρόπο, ο οποίος βασίζεται στην πληροφορία που υπάρχει αλλά και στις 

υποθέσεις οι οποίες γίνονται για την τοπολογία της αντικειµενικής συνάρτησης. Αντίθετα, 

στην περίπτωση των Στρατηγικών Εξέλιξης η διεύθυνση είναι καθαρά τυχαία ενώ το µήκος 

βήµατος είναι µερικώς ντετερµινιστικά ορισµένο, εφόσον η τυπική απόκλιση έχει 

καθοριστεί από τον µελετητή. 

Σε όλες τις µεθόδους βελτιστοποίησης πάντως, ντετερµινιστικές ή τυχηµατικές, η 

επιλογή του µήκους βήµατος είναι ένα από τα σηµαντικότερα θέµατα για την πορεία της 

διαδικασίας. Ο λόγος είναι προφανής⋅ αν το µήκος βήµατος είναι πολύ µικρό, τότε η µέθοδος 

θα απαιτήσει έναν πολύ µεγάλο αριθµό επαναλήψεων έως ότου συγκλίνει, ενώ αν το µήκος 

βήµατος είναι πολύ µεγάλο τότε είναι πιθανό σε κάποιο βήµα της διαδικασίας να 

προσεγγιστεί το καθολικό βέλτιστο αλλά σε κάποιο από τα επόµενα βήµατα η αναζήτηση να 

αποµακρυνθεί από αυτό. 

Σε δύσκολα προβλήµατα βέλτιστου σχεδιασµού, το µήκος βήµατος πρέπει να 

τροποποιείται συνεχώς ώστε η µέθοδος να παραµένει επαρκώς αποτελεσµατική σε κάθε 

βήµα της διαδικασίας βελτιστοποίησης. Ο Rechenberg σε µία πολυπαραµετρική διερεύνηση 

µε τη µέθοδο των (1+1)ES σε δύο διαφορετικά µοντέλα αντικειµενικών συναρτήσεων (αυτό 

της σφαίρας και αυτό του διαδρόµου) αναζήτησε για το κάθε ένα από αυτά τη βέλτιστη τιµή 

του µήκους βήµατος σ*, ώστε να έχει τη µέγιστη δυνατή ταχύτητα σύγκλισης. Με αυτόν τον 

τρόπο κατάφερε να έχει για κάθε ένα από τα δύο αυτά µοντέλα µέγιστη πιθανότητα 

επιτυχιών, όπου η πιθανότητα επιτυχιών ορίζεται ως το ποσοστό των περιπτώσεων για τις 

οποίες ο απόγονος παρουσιάζεται επιβιωσιµότερος του γονέα. Η παράµετρος αυτή είναι 

ανεξάρτητη από την απόσταση της εκάστοτε λύσης από τη βέλτιστη λύση. Βασισµένος στην 

έρευνά του αυτή διατύπωσε τον 1/5 κανόνα των επιτυχιών (1/5 success rule) ο οποίος 

αποτελεί µια τεχνική διόρθωσης του µήκους βήµατος. Σύµφωνα µε τον κανόνα αυτόν, οι 

επιτυχίες είναι καλό να διατηρούνται στα επίπεδα του 1/5 και εποµένως: 
 

“Αν η συχνότητα (ή πιθανότητα) επιτυχιών ρ η οποία ορίζεται ως ο λόγος των 

επιτυχών µεταλλάξεων προς τον συνολικό αριθµό των µεταλλάξεων (γενεών), είναι 
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µεγαλύτερη του 1/5, τότε η τιµή της διασποράς σ2 πρέπει να αυξηθεί, αν είναι µικρότερη του 

1/5 πρέπει να µειωθεί, ενώ αν είναι ίση προς 1/5 πρέπει να παραµείνει σταθερή.” 
 

Ο κανόνας αυτός µπορεί να διατυπωθεί µαθηµατικά ως εξής: 
 

  








=ρσ
<ρ⋅σ
>ρσ

=σ

Ε

Ε

Ε

51 αν,
51 αν,C
51 αν,C/

N  

 

Η παράµετρος C λαµβάνει την τιµή C=0.85. Σε πολλά προβλήµατα ο κανόνας αυτός 

αποδεικνύεται ιδιαίτερα αποτελεσµατικός διατηρώντας σε όλες τις επαναλήψεις της µεθόδου 

τη µεγαλύτερη δυνατή πιθανότητα επιτυχιών. Σε µία πιο προγραµµατιστική µορφή ο 

κανόνας µπορεί να διατυπωθεί ως εξής: 
 

“Μετά από n µεταλλάξεις ελέγχεται το πλήθος των επιτυχιών στις προηγούµενες 10n 

µεταλλάξεις. Αν ο αριθµός που προκύπτει είναι µικρότερος του 2n, τα µήκη βήµατος 

πολλαπλασιάζονται µε την παράµετρο C, ενώ αν είναι µεγαλύτερος του 2n διαιρούνται µε C. 

Αν είναι ίσος προς 2n, τότε τα µήκη βήµατος παραµένουν αµετάβλητα.” 
 

Ο κανόνας του ενός πέµπτου όπως διατυπώθηκε παραπάνω, µας δίνει τη δυνατότητα 

ελέγχου του βήµατος ή αλλιώς του µεγέθους της τυχαίας τροποποίησης, αυξάνοντας ή 

µειώνοντας τις παραµέτρους σi, ανάλογα µε τη συµπεριφορά του όλου συστήµατος. Θα ήταν 

όµως προτιµότερο να υπάρχει διαβάθµιση της τιµής των σi ανάλογα µε τη συµπεριφορά της 

κάθε µεταβλητής σi ανεξαρτήτως των υπολοίπων. Μία τέτοια διαδικασία ακολουθείται στις 

πολυµελείς τεχνικές των ES, όπως θα δούµε σε επόµενη παράγραφο. 

  

3.4.2 Κριτήρια τερµατισµού 
 

Σε µία επαναληπτική διαδικασία βέλτιστου σχεδιασµού, όπως αυτή της µεθόδου των ES δύο 

µελών, είναι απαραίτητη η ύπαρξη κάποιων κανόνων βάσει των οποίων η διαδικασία θα 

τερµατίζεται. Οι κανόνες αυτοί πρέπει να είναι τέτοιοι ώστε να συνδυάζουν αποτελεσµατικά 

δύο αντιφατικά µεταξύ τους χαρακτηριστικά. Πρέπει αφενός να επιτυγχάνουν τον 

τερµατισµό της διαδικασίας αφού πρώτα γίνει η εύρεση του ζητούµενου, δηλαδή αφού 

(3.9)
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έχουν εντοπιστεί οι τιµές των µεταβλητών σχεδιασµού για τις οποίες η αντικειµενική 

συνάρτηση εµφανίζει τη βέλτιστη τιµή της, και αφετέρου ο όλος υπολογισµός να 

πραγµατοποιείται σε εύλογο αριθµό επαναλήψεων. 

Τα µήκη βήµατος, αναπροσαρµοζόµενα βάση του κανόνα 1/5, από τη στιγµή που 

έχει προσεγγιστεί η θέση του καθολικού βέλτιστου οδηγούνται σε συνεχώς µικρότερες τιµές, 

καθώς οι επιτυχίες µειώνονται. Συνεπώς, ένα κριτήριο σύγκλισης το οποίο χρησιµοποιείται 

συχνά είναι το εξής: 
 

“Όταν το µήκος βήµατος γίνει µηδέν, γεγονός που συνεπάγεται µηδενικές αλλαγές 

στις τιµές των µεταβλητών σχεδιασµού (οπότε παρατηρείται µηδενική βελτίωση και στην 

τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης), τότε η διαδικασία θα τερµατίζεται.” 
 

Ο παραπάνω κανόνας γίνεται πιο αποτελεσµατικός αν αντί για το µηδέν, τεθεί ως 

τελική τιµή των µηκών βήµατος µία µικρή (κοντά στο µηδέν) πεπερασµένη τιµή. Ο κανόνας 

αυτός όµως, έχει το σοβαρό µειονέκτηµα ότι τα µήκη βήµατος λαµβάνουν συχνά µικρές 

τιµές όχι µόνο στην περίπτωση που έχει εντοπιστεί η περιοχή του καθολικού βέλτιστου αλλά 

και όταν έχει εντοπιστεί η περιοχή ενός τοπικού βέλτιστου. Συνεπώς η απαίτηση σ < ε ή 

ε<− − )1g()g( ss
rr

 δεν εγγυάται τη σύγκλιση στο καθολικό βέλτιστο πάντοτε, αλλά οδηγεί 

συχνά σε πρόωρη σύγκλιση. 

Ένα δεύτερο κριτήριο σύγκλισης είναι ο έλεγχος της µεταβολής της τιµής της 

αντικειµενικής συνάρτησης, )s(F)s(FF )g()1g( rr
−=∆ − . Σύµφωνα µε το κριτήριο αυτό, η 

διαδικασία τερµατίζεται όταν η απόλυτη τιµή της διαφοράς ∆F γίνει µηδέν ή µικρότερη ενός 

ορίου. Όµως και πάλι, υπάρχει ο κίνδυνος το κριτήριο αυτό να ικανοποιηθεί σε κάποιες 

θέσεις µακριά από το καθολικό βέλτιστο, αν η περιοχή αναζήτησης τυχαίνει να είναι σχεδόν 

επίπεδη. Για την αποφυγή εποµένως του φαινοµένου της πρόωρης σύγκλισης, βάση του 

κανόνα του 1/5, αυξάνονται οι τιµές των σ2 και έτσι η διαφορά των τιµών των 

αντικειµενικών συναρτήσεων ∆F µεταξύ δύο επιτυχηµένων δοκιµών αυξάνεται κατά µέσο 

όρο. Η διαδικασία τερµατίζεται όταν: 
 

 c
)g()gg( )s(F)s(F ε≤−∆− rr  

 

 [ ] )s(F)s(F)s(F1
)s(F

)s(F)s(F )g()g()gg(
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d)g(

)g()gg( rrr
r
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ε
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(3.10)

(3.11)
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όπου ∆g ≥ 20n και εc > 0 ή 1+εd > 1, επιλέγονται ανάλογα µε την υπολογιστική ακρίβεια που 

απαιτείται για το συγκεκριµένο πρόβληµα. Η συνθήκη ∆g ≥ 20n, όπου n το πλήθος των 

µεταβλητών σχεδιασµού, υπάρχει ώστε να εξασφαλιστούµε από την εξαιρετική περίπτωση 

κατά την οποία η τυπική απόκλιση έχει στο διάστηµα ελέγχου µειωθεί ή έχει αυξηθεί κατά 

τον παράγοντα (0.85)±20 ≅ (1/25)±1, σύµφωνα µε τον κανόνα του 1/5. Αυτό θα εµποδίσει τον 

τερµατισµό της διαδικασίας λόγω ξαφνικής αλλαγής των µεταβλητών. 

 

3.5 Στρατηγικές Εξέλιξης πολλών µελών (Μ - ES) 
 

Στις Στρατηγικές Εξέλιξης µε δύο µέλη, ο βασικός πληθυσµός αποτελείται από δύο άτοµα – 

έναν γονέα και έναν απόγονο. Για να επιτευχθεί καλύτερη προσοµοίωση της διαδικασίας 

εξέλιξης, όπως αυτή πραγµατοποιείται στη φύση, και µε απώτερο σκοπό την ταχύτερη 

σύγκλιση προς το καθολικό βέλτιστο, οι ερευνητές ανέπτυξαν τις Στρατηγικές Εξέλιξης 

πολλών µελών. Για τη δηµιουργία των ES πολλών µελών, τη βάση αποτέλεσαν οι ES των 

δύο µελών. Υπάρχουν τρεις τρόποι αύξησης του πλήθους των µελών του πληθυσµού, σε 

σχέση µε την απλή µέθοδο των (1+1)ES: 
 

(i) Αύξηση του πλήθους των γονέων. Η αντίστοιχη µέθοδος συµβολίζεται µε 

(µ+1)ES, όπου µ το πλήθος των γονέων, και προτάθηκε από τον Rechenberg. Στην 

περίπτωση της τεχνικής αυτής, ο πληθυσµός αποτελείται από µ+1 µέλη, µ γονείς και έναν 

απόγονο. Η επιλογή γίνεται µεταξύ των µ επικρατέστερων από τα µ+1 συνολικά µέλη του 

πληθυσµού. 
 

(ii) Αύξηση του πλήθους των απογόνων. Η αντίστοιχη µέθοδος συµβολίζεται µε 

(1+λ)ES, όπου λ το πλήθος των απογόνων. Στην περίπτωση αυτή, ο πληθυσµός αποτελείται 

από 1+λ µέλη, έναν γονέα και λ απογόνους. Στη φάση της επιλογής, επιλέγεται το 

επικρατέστερο από τα 1+λ µέλη του πληθυσµού, το οποίο θα αποτελέσει τον γονέα για την 

επόµενη γενιά. 
 

(iii) Αύξηση του πλήθους των γονέων και των απογόνων. Η αντίστοιχη µέθοδος 

συµβολίζεται µε (µ+λ)ES, όπου µ, λ το πλήθος των γονέων και των απογόνων αντίστοιχα. 
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Από τα µ+λ µέλη του πληθυσµού, επιλέγονται στην περίπτωση αυτή τα µ επικρατέστερα, τα 

οποία θα αποτελέσουν τους γονείς της επόµενης γενιάς. 
 

Μία παραλλαγή της τεχνικής (µ+λ)ES είναι η τεχνική (µ, λ)ES, όπου λ > µ. Η 

µέθοδος αυτή αποτελεί ένα πιο πιστό βιολογικό αντίγραφο, καθώς θέτει περιορισµούς όσον 

αφορά τη διάρκεια ζωής των µελών του πληθυσµού. Συγκεκριµένα, στις (µ, λ)ES κάθε µέλος 

έχει διάρκεια ζωής ίση µε µία γενιά και εποµένως δυνατότητα να αναπαράγει απογόνους µία 

και µόνο φορά. Οι µ γονείς θεωρείται ότι “πεθαίνουν” αφού αναπαράγουν τους απογόνους 

τους και εποµένως στο στάδιο της επιλογής µετέχουν µόνο οι λ απόγονοι έστω και αν 

µερικοί από αυτούς έχουν µικρότερη ζωτικότητα από κάποιον γονέα τους. Η επίδραση της 

τυχηµατικότητας στην περίπτωση αυτή είναι µεν αυξηµένη, µε όλες τις ευεργετικές 

συνέπειες που έχει κάτι τέτοιο όσον αφορά την εύρεση του καθολικού ελαχίστου, η 

σύγκλιση όµως γίνεται ακόµη πιο αργή και η όλη διαδικασία πιο χρονοβόρα. Οι (µ, λ)ES 

χρησιµοποιούνται κυρίως σε δυναµικά προβλήµατα ή σε προβλήµατα στα οποία η 

αντικειµενική συνάρτηση έχει πολύπλοκη µορφή. Στη βιβλιογραφία οι δύο µέθοδοι (µ+λ)ES 

και (µ, λ)ES αναφέρονται συχνά ως “plus strategy” και “comma strategy”, αντίστοιχα. 
 

Παρακάτω θα δούµε πώς εφαρµόζεται η µέθοδος των Στρατηγικών Εξέλιξης πολλών 

µελών στη γενική περίπτωση των µ γονέων και λ απογόνων, για την επίλυση του συνεχούς 

προβλήµατος βελτιστοποίησης των σχέσεων (3.5). 
 

Βήµα 0: Αρχή (initialization). Ο αρχικός πληθυσµός αποτελείται από µ µέλη. Κάθε 

µέλος του πληθυσµού χαρακτηρίζεται από τον γονότυπό του ο οποίος αποτελείται από n 

γονίδια. Τα γονίδια καθορίζουν τη ζωτικότητα του µέλους η οποία εκφράζεται µέσω της 

τιµής της αντικειµενικής συνάρτησης F. Ο πληθυσµός της αρχικής γενιάς (g=0), µπορεί να 

επιλεγεί είτε µε τυχαίο τρόπο, είτε από τον σχεδιαστή, αν ο τελευταίος θέλει για κάποιο λόγο 

να ορίσει ο ίδιος το σηµείο έναρξης της αναζήτησης. Σε κάθε περίπτωση πάντως, κάθε ένα 

από τα µ µέλη του πληθυσµού πρέπει να ικανοποιεί τους περιορισµούς του προβλήµατος. 
 

Βήµα 1: Αναπαραγωγή (reproduction). Κάθε γονέας µπορεί να θεωρηθεί ότι 

παράγει κατά µέσο όρο µ/λ απογόνους, ώστε τελικά να παραχθούν λ νέα µέλη. Τα µέλη αυτά 

διαφέρουν λίγο σε επίπεδο γονότυπου από τους γονείς τους. Ο αριθµός των γονιδίων 

παραµένει φυσικά ο ίδιος για κάθε µέλος του πληθυσµού σε όλες τις επόµενες γενιές. Κάθε 

απόγονος παράγεται µέσω των τελεστών ανασυνδυασµού και µετάλλαξης και για να 
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αποτελέσει ενεργό απόγονο του πληθυσµού πρέπει να ικανοποιεί τους ανισοτικούς και 

ισοτικούς περιορισµούς του προβλήµατος. Ενεργός ονοµάζεται κάθε απόγονος που είναι 

αποδεκτός και εποµένως επιτρέπεται να συµµετάσχει στο επόµενο βήµα της µεθόδου. Στην 

διαχείριση των περιορισµών θα αναφερθούµε εκτενέστερα στην παράγραφο 3.7. Ο τελεστής 

της µετάλλαξης επιδρά αντίστοιχα µε όσα αναφέρθηκαν στις ES δύο µελών, ενώ στον 

τελεστή του ανασυνδυασµού θα αναφερθούµε αναλυτικά σε επόµενη παράγραφο (3.5.1). 
 

Βήµα 2: Επιλογή (selection). Η διαδικασία της επιλογής στις ES πολλών µελών 

πραγµατοποιείται γενικά αντίστοιχα µε όσα αναφέρθηκαν στις ES δύο µελών. Όµως, όπως 

προειπώθηκε, υπάρχει διάκριση ανάλογα µε το σχήµα των ES πολλών µελών που 

χρησιµοποιείται, (µ+λ) ή (µ,λ): 
 

(i) (µ+λ)ES. Τα καλύτερα µ µέλη εκ των µ+λ µελών επιλέγονται για να 

αποτελέσουν τους γονείς της επόµενης γενιάς. 
 

(ii) (µ, λ)ES. Τα καλύτερα µ µέλη εκ των λ νέων µελών (µ < λ) επιλέγονται για να 

αποτελέσουν τους γονείς της επόµενης γενιάς. 
 

Αφού εκλεγούν τα πατρικά διανύσµατα για τη νέα γενιά (g+1), η διαδικασία 

επιστρέφει στο βήµα 1 και η αναζήτηση συνεχίζεται µέχρι τα κριτήρια τερµατισµού που 

έχουν τεθεί να ικανοποιηθούν. 

 

3.5.1 Τελεστής ανασυνδυασµού 
 

Όπως είδαµε, η κύρια διαφοροποίηση των τεχνικών ES πολλών µελών σε σχέση µε την 

τεχνική ES των δύο µελών, έγκειται στη χρήση ενός νέου τελεστή, που ονοµάζεται τελεστής 

ανασυνδυασµού και ο οποίος δρα πριν από εκείνον της µετάλλαξης. Η λειτουργία του 

τελεστή αυτού γίνεται γενικά σε δύο στάδια: 
 

(i) Επιλέγονται τυχαία ρ γονείς (1 ≤ ρ ≤ µ) από τον πληθυσµό των γονέων της 

τρέχουσας γενιάς. 
 

(ii) Οι ρ γονείς που επιλέχθηκαν συνδυάζονται για την δηµιουργία ενός προσωρινού 

απογόνου. Ο τελικός απόγονος θα προκύψει µε τη µετέπειτα επίδραση του τελεστή 
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µετάλλαξης πάνω στον προσωρινό αυτόν απόγονο. Αυτή η διαδικασία πραγµατοποιείται 

ανεξάρτητα για κάθε έναν από τους λ τελικούς απογόνους. 
 

Κατά καιρούς έχουν παρουσιαστεί ποικίλοι τρόποι ανασυνδυασµού των γονέων για 

τη δηµιουργία των προσωρινών απογόνων. Παρακάτω θα περιγράψουµε τους πέντε 

σηµαντικότερους από τους τρόπους αυτούς, οι οποίοι χρησιµοποιήθηκαν και στα πλαίσια 

των εφαρµογών της παρούσας διπλωµατικής εργασίας. 

Έστω ότι T
n21 ]s,,s,s[s ππππ = K

r  είναι το ζητούµενο διάνυσµα θέσης του προσωρινού 

απογόνου. Αρχικά επιλέγονται τυχαία δύο γονείς α, b, στους οποίους αντιστοιχούν τα 

διανύσµατα θέσης T
an2a1aa ]s,,s,s[s K

r
=  και T

bn2b1bb ]s,,s,s[s K
r
= , αντίστοιχα. Σύµφωνα µε 

αυτούς τους συµβολισµούς, και ανάλογα µε την περίπτωση του σχήµατος ανασυνδυασµού 

που εφαρµόζουµε για το εκάστοτε πρόβληµα, έχουµε: 
 

(i) Όχι ανασυνδυασµός. 
 

(ii) biii sήss απ = , µε τυχαία εκλογή, για κάθε µεταβλητή σχεδιασµού i. Κάθε ένα 

από τα n γονίδια του προκύπτοντος προσωρινού απογόνου, θα είναι ίδιο µε το αντίστοιχο 

γονίδιο του γονέα α ή του γονέα b, που συµµετείχαν στη διαδικασία ανασυνδυασµού. 
 

(iii) )ss(
2
1s b

rrr
+= απ . Κάθε γονίδιο του προσωρινού απογόνου θα προκύψει ως 

“ηµιάθροισµα” των αντίστοιχων γονιδίων των δύο γονέων. 
 

(iv) jii ss =π , όπου jis  είναι η τιµή της µεταβλητής σχεδιασµού i του γονέα j, ο 

οποίος επιλέγεται τυχαία από τους µ γονείς, για κάθε τιµή του i. Κάθε ένα από τα n γονίδια 

του προσωρινού απογόνου, θα είναι ίδιο µε το αντίστοιχο γονίδιο ενός από τους µ γονείς. 
 

(v) jiii sήss απ = , µε τυχαία εκλογή, για κάθε τιµή του i. Κάθε ένα από τα 

γονίδια του προσωρινού απογόνου, θα είναι ίδιο µε το αντίστοιχο γονίδιο είτε του γονέα α, 

είτε κάποιου άλλου από τους µ γονείς. 
 

(vi) )ss(
2
1s jiaii +=π , για κάθε τιµή του i. Κάθε γονίδιο του προσωρινού απογόνου 

θα προκύψει ως “ηµιάθροισµα” των αντίστοιχων γονιδίων του γονέα α και ενός από τους 

άλλους µ γονείς. 
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3.5.2 Αυτοπροσαρµογή των παραµέτρων 
 

Τα µειονεκτήµατα της µεθόδου του 1/5 για τον έλεγχο του µήκους βήµατος σ της απλής 

µορφής των (1+1)ES, οδήγησαν τον Schwefel στο να αναζητήσει έναν πιο αξιόπιστο και 

γενικό τρόπο διόρθωσης των παραµέτρων που µετέχουν στον τελεστή της µετάλλαξης. Ο 

γονότυπος ενός φυσικού µοντέλου, έχει ενσωµατωµένους µηχανισµούς που ελέγχουν τη 

µεταλλαξιµότητά του. Ο Schwefel µετέφερε την ιδέα αυτή στις Στρατηγικές Εξέλιξης 

πολλών µελών. Σύµφωνα µε την ιδέα αυτή, η τυπική απόκλιση αποτελεί µέρος του κάθε 

ατόµου και εξελίσσεται και αυτή µέσω του τελεστή µετάλλαξης µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο 

που µεταλλάσσονται και οι µεταβλητές σχεδιασµού. Η διαδικασία αυτή ονοµάζεται 

αυτοπροσαρµογή (self-adaptation) των παραµέτρων. 

 

3.5.3 Κριτήρια τερµατισµού 
 

Σύµφωνα µε τον Schwefel (1981), η διαδικασία της βελτιστοποίησης των M-ES σε ένα 

συνεχές πρόβληµα µπορεί να τερµατιστεί όταν: 
 

(i) Η απόλυτη ή σχετική διαφορά µεταξύ της καλύτερης και της χειρότερης τιµής 

της αντικειµενικής συνάρτησης των γονέων της τρέχουσας γενιάς είναι µικρότερη από µία 

δεδοµένη µικρή τιµή ε1. 
 

(ii) Η µέση τιµή των αντικειµενικών συναρτήσεων όλων των γονέων στις τελευταίες 

Κ (≥ 2n) γενιές έχει βελτιωθεί λιγότερο από µία δεδοµένη µικρή τιµή ε2. 
 

όπου n είναι το πλήθος των µεταβλητών σχεδιασµού του προβλήµατος. Χαρακτηριστικές 

τιµές των παραπάνω παραµέτρων είναι οι εξής: ε1 ≤ 10-4 και ε2 ≤ 10-3. 

 

3.6 Στρατηγικές εξέλιξης και διακριτός βέλτιστος σχεδιασµός 
 

Ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης µε διακριτές τιµές των µεταβλητών σχεδιασµού µπορεί 

όπως έχουµε δει στην παράγραφο 1.3.1 να διατυπωθεί µαθηµατικά ως εξής: 



Τρίτο Κεφάλαιο Στρατηγικές Εξέλιξης 
 

52

 

 

  

t,,2,1k,0)s(h

m,,2,1j,0)s(g

n,,2,1i,Rs

}s,,s,s{smin,)s(F

k

j

d
ii

T
n21

K
r

K
r

K

K
rr

==

=≤

=∈

=→

 

 

όπου d
iR  είναι το διακριτό πεδίο τιµών της µεταβλητής σχεδιασµού si. Η δοµή των 

Στρατηγικών Εξέλιξης για την αντιµετώπιση ενός προβλήµατος βέλτιστου σχεδιασµού µε 

διακριτές παραµέτρους σχεδιασµού παραµένει η ίδια, όπως περιγράφτηκε σε προηγούµενες 

παραγράφους. Ωστόσο, πρέπει να γίνουν κάποιες τροποποιήσεις στους τελεστές µετάλλαξης 

και ανασυνδυασµού, ώστε οι τιµές των µεταβλητών σχεδιασµού που προκύπτουν από 

αυτούς να ανήκουν στο διακριτό πεδίο τιµών d
iR  της κάθε παραµέτρου σχεδιασµού. 

 

3.6.1 Τελεστής µετάλλαξης 
 

Όπως έχουµε δει σε προηγούµενες παραγράφους, στη φύση, µικρού εύρους µεταλλάξεις 

συµβαίνουν συχνά ενώ µεγάλου εύρους σπάνια. Στην περίπτωση των προβληµάτων 

βελτιστοποίησης µε συνεχείς παραµέτρους σχεδιασµού, µεταλλάξεις που ακολουθούν αυτόν 

τον κανόνα µπορούν να παραχθούν εύκολα αν οι όροι του τυχαίου διανύσµατος )g(zr  

παραχθούν βάση κατανοµών µε µέσες τιµές ίσες µε το µηδέν και µικρές τιµές των τυπικών 

αποκλίσεων. ∆ίνεται έτσι η δυνατότητα σε όλες τις µεταβλητές σχεδιασµού ενός γονέα να 

µεταλλαχθούν ταυτόχρονα, σε ένα βήµα µετάλλαξης, εφόσον οι αλλαγές αυτές είναι 

συνήθως µικρές. 

Σε προβλήµατα όµως µε διακριτές µεταβλητές σχεδιασµού, η τυχαία τροποποίηση 

που λαµβάνει χώρα όταν ο τελεστής µετάλλαξης ενεργήσει σε ένα µέλος του πληθυσµού 

απαιτείται να οδηγήσει σε µία γειτονική διακριτή τιµή. Οι διαφορές µεταξύ δύο γειτονικών 

τιµών του διακριτού συνόλου d
iR  είναι συνήθως αρκετά µεγάλες, συνεπώς ο κανόνας 

µικρού εύρους µετάλλαξης διαταράσσεται όταν όλοι οι n όροι ενός διανύσµατος γονέα 

µεταλλαχθούν ταυτόχρονα, δηλαδή σε ένα βήµα µετάλλαξης. Για τον λόγο αυτό, προτείνεται 

η µετάλλαξη ορισµένων µόνο µεταβλητών σχεδιασµού (π.χ. πλήθους l) σε κάθε βήµα, η 

επιλογή των οποίων γίνεται µε τυχαίο τρόπο. Αυτό σηµαίνει ότι n-l το πλήθος όροι του 

(3.12)
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διανύσµατος τυχαίας αλλαγής )g(zr  θα έχουν µηδενική τιµή. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, το 

τυχαίο διάνυσµα )g(zr , θα δίνεται από τη σχέση: 
 

  


 <δ+κ±

=
µ.σ. -n  υπόλοιπες τιςγια

n)( µ.σ. ςεπιλεγµένε  τυχαία  τιςγια
l

ll

,0
,s)1(

z i)g(
i  

 

όπου δsi είναι η διαφορά µεταξύ δύο γειτονικών τιµών του συνόλου των διακριτών τιµών 
d
iR , αν θεωρήσουµε ότι παραµένει σταθερή µεταξύ δύο οποιονδήποτε γειτονικών τιµών για 

κάθε µεταβλητή σχεδιασµού i, και κ είναι ένας ακέραιος τυχαίος αριθµός ο οποίος 

ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Λέµε ότι η ακέραια τυχαία µεταβλητή κ ακολουθεί την 

κατανοµή Poisson µε παράµετρο γ, όταν έχει συνάρτηση µάζας πιθανότητας την: 
 

  γ−
κ

κ
γ

=κ e
!

)(P  

 

Η παράµετρος γ εκφράζει την τυπική απόκλιση του τυχαίου αριθµού κ. Για πολύ 

µικρές τιµές του γ (π.χ. 0.01), ο αριθµός κ λαµβάνει την τιµή µηδέν µε πιθανότητα 

µεγαλύτερη από 99%, ενώ για γ=0.05, ο αριθµός κ λαµβάνει τη µηδενική τιµή µε 

πιθανότητα περίπου 95% και την τιµή ένα µε πιθανότητα περίπου 5%. 

 

 

 

wing.14

(3.13)

(3.14)

Σχήµα 3.2. Κατανοµές Poisson για διάφορες τιµές της παραµέτρου γ 
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Σύµφωνα µε τα παραπάνω, οι όροι του διανύσµατος )g(zr  ελέγχονται µε βάση την 

παράµετρο γ. Τα l µέλη του πληθυσµού που θα συµµετέχουν στη διαδικασία της 

µετάλλαξης επιλέγονται τυχαία µε µία οµοιόµορφη κατανοµή. 

Οι τιµές του µήκους βήµατος, σε αντιστοιχία µε το πρόβληµα του βέλτιστου 

σχεδιασµού µε συνεχείς µεταβλητές σχεδιασµού, αναπροσαρµόζονται βάση ενός κανόνα 

ανάλογου µε τον κανόνα του 1/5. Αρχικά επιλέγεται µία σχετικά µεγάλη τιµή της διασποράς 

(συνήθως γ0=0.01). Αν µετά από τη δηµιουργία της νέας γενιάς δεν έχει επιτευχθεί κάποια 

βελτίωση στην τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, τότε η τιµή της διασποράς µειώνεται 

ενώ σε αντίθετη περίπτωση η τιµή της διασποράς αυξάνεται. Η αύξηση ή µείωση είναι 

ποσοστιαία και µεγέθους 5-10% της παλαιάς τιµής του γ. 
 

3.6.2 Τελεστής ανασυνδυασµού 
 

Τα σχήµατα ανασυνδυασµού για την περίπτωση των συνεχών µεταβλητών σχεδιασµού, 

όπως παρουσιάστηκαν στην παράγραφο 3.5.1, δεν µπορούν να εφαρµοστούν αυτούσια στην 

περίπτωση του προβλήµατος µε διακριτές µεταβλητές σχεδιασµού. Συγκεκριµένα, τα 

σχήµατα (ii) και (v) που αναφέρονται σε ηµιαθροίσµατα των τιµών των µεταβλητών 

σχεδιασµού καθίστανται µη εφαρµόσιµα, καθώς η µέση τιµή δύο διακριτών τιµών του 

συνόλου d
iR  δεν οδηγεί πάντοτε σε διακριτή τιµή που να ανήκει στο d

iR . Εποµένως, τα 

σχήµατα αυτά πρέπει να τροποποιηθούν. 

Τα σχήµατα ανασυνδυασµού που εφαρµόζονται για την περίπτωση του διακριτού 

προβλήµατος, χρησιµοποιώντας τους συµβολισµούς της παραγράφου 3.5.1, είναι τα 

ακόλουθα: 
 

(i) Όχι ανασυνδυασµός. 
 

(ii) biii sήss απ =  
 

(iii) jii ss =π  
 

(iv) miii sήss απ = , όπου mis  είναι η τιµή της µεταβλητής σχεδιασµού i του 

καλύτερου µέλους του πληθυσµού των µ γονέων της τρέχουσας γενιάς g.  
 

(v) jiii sήss απ =  
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(vi) jimii sήss =π  

 

3.6.3 Κριτήρια τερµατισµού 
 

Για την περίπτωση προβληµάτων βέλτιστου σχεδιασµού µε διακριτές µεταβλητές 

σχεδιασµού προτείνονται τέσσερα κριτήρια τερµατισµού. Σύµφωνα µε αυτά, η διαδικασία 

θα τερµατιστεί, όταν: 
 

(i) Η εντοπιζόµενη καλύτερη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης δεν έχει 

βελτιωθεί για τις τελευταίες ΚΙ γενιές. 
 

(ii) Η µέση τιµή των αντικειµενικών συναρτήσεων όλων των γονέων βελτιώθηκε 

στις τελευταίες ΚΙΙ γενιές κατά ποσοστό µικρότερο µιας δεδοµένης τιµής εb. 
 

(iii) Η σχετική διαφορά µεταξύ της καλύτερης και της µέσης τιµής των 

αντικειµενικών συναρτήσεων όλων των γονέων στην τρέχουσα γενιά είναι µικρότερη µίας 

δεδοµένης τιµής εc. 
 

(iv) Ο λόγος µb/µ έχει φτάσει την τιµή εd, όπου µb είναι το πλήθος των γονέων στην 

τρέχουσα γενιά µε τιµή ίση της καλύτερης που έχει επιτευχθεί.  
 

Χαρακτηριστικές τιµές των παραµέτρων είναι: εb = 0, εc = 10-4 και 0.5 ≤ εd ≤ 0.8. 

 

3.7 ∆ιαχείριση των περιορισµών 
 

Η βασική τεχνική που χρησιµοποιούν οι Στρατηγικές Εξέλιξης για τη διαχείριση των 

περιορισµών του προβλήµατος, ονοµάζεται τεχνική της θανατικής καταδίκης (death penalty). 

Σύµφωνα µε την απλή αυτή τεχνική, οι µη αποδεκτές λύσεις απλώς απορρίπτονται και ο 

αλγόριθµος επανεπιλύει το πρόβληµα έως ότου βρει µία αποδεκτή λύση για να συνεχίσει. Το 

βασικό πλεονέκτηµα της τεχνικής αυτής είναι ότι ο όλες οι πιθανές λύσεις σε κάθε βήµα της 

διαδικασίας είναι αποδεκτές και εποµένως δεν υπάρχει περίπτωση ο αλγόριθµος να 

καταλήξει σε µη αποδεκτή λύση όπως για παράδειγµα µπορεί να συµβεί µε τους γενετικούς 

αλγορίθµους. Από την άλλη όµως, εξαιτίας της µη εκµετάλλευσης των µη αποδεκτών 
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λύσεων, ο αλγόριθµος γίνεται πιο αργός καθώς καταναλώνεται πολύς υπολογιστικός χρόνος 

προκειµένου να βρεθεί πάση θυσία αποδεκτή λύση για τη συνέχεια της εξελικτικής 

διαδικασίας. 

 

3.8 Εφαρµογή των ES στη βελτιστοποίηση κατασκευών 
 

Η εφαρµογή πιθανοτικών µεθόδων βέλτιστου σχεδιασµού σε κατασκευαστικά προβλήµατα 

παραµένει µέχρι σήµερα κάπως περιορισµένη, αν και τα τελευταία χρόνια παρουσιάζεται 

αύξηση του ενδιαφέροντος γύρω από αυτές. Συνήθως τέτοιου είδους προβλήµατα 

αντιµετωπίζονται µε αλγορίθµους µαθηµατικού προγραµµατισµού. Οι αλγόριθµοι αυτοί 

απαιτούν µεν λιγότερα βήµατα για την ολοκλήρωσή τους και εµφανίζουν γενικά ταχύτερους 

ρυθµούς σύγκλισης, εµπεριέχουν όµως τη χρονοβόρα διαδικασία του υπολογισµού 

παραγώγων για την ανάλυση ευαισθησίας. Σε κατασκευαστικά δε προβλήµατα, όπου η 

αντικειµενική συνάρτηση και οι περιορισµοί είναι µη γραµµικές συναρτήσεις των 

µεταβλητών σχεδιασµού και ο χώρος των εφικτών λύσεων είναι µη κυρτός, δυσκολεύονται 

ιδιαίτερα στον εντοπισµό του καθολικού ελαχίστου. 

Οι Στρατηγικές Εξέλιξης από την άλλη, όπως και άλλες πιθανοτικές τεχνικές, 

αποδεικνύονται ιδιαίτερα αποτελεσµατικές σε δύσκολα προβλήµατα βέλτιστου σχεδιασµού 

κατασκευών. Χρειάζονται γενικά περισσότερα βήµατα για τον εντοπισµό της βέλτιστης 

λύσης, δεν απαιτούν όµως ανάλυση ευαισθησίας και εποµένως κάθε ένα από τα βήµατα 

αυτά έχει µικρές υπολογιστικές απαιτήσεις. Επίσης, λόγω του τυχηµατικού τρόπου 

διεξαγωγής της αναζήτησης, εµφανίζονται περισσότερο γενικές και αξιόπιστες όσον αφορά 

την εύρεση του καθολικού ελαχίστου, ενώ λόγω της φυσικής τους παραλληλίας µας 

παρέχουν τη δυνατότητα πλήρους εκµετάλλευσης των σύγχρονων υπολογιστικών 

συστηµάτων παράλληλης πολυεπεξεργασίας. 

Όπως παρατηρήθηκε, το υπολογιστικό κόστος αλλά και η ποιότητα των 

αποτελεσµάτων της µεθόδου των ES εξαρτάται άµεσα από τον αριθµό των γονέων και των 

απογόνων που επιλέγουµε. Για προβλήµατα βέλτιστου σχεδιασµού κατασκευών η επιλογή 

πλήθους γονέων και απογόνων κοντά στο πλήθος των µεταβλητών σχεδιασµού δίνει καλά 

αποτελέσµατα, τόσο από άποψη υπολογιστικού κόστους όσο και από άποψη ποιότητας της 

βέλτιστης λύσης. 
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Ο αλγόριθµος των ES για τον βέλτιστο σχεδιασµό κατασκευών, συνοψίζεται στα 

παρακάτω βήµατα: 
 

(i) Εναρκτήριο βήµα. Επιλέγονται οι µ σχεδιασµοί που θα αποτελέσουν τους 

γονείς της αρχικής γενιάς (g=0). 
 

(ii) Ανάλυση αρχικών σχεδιασµών. Ο φορέας αναλύεται, για κάθε έναν από τους µ 

αρχικούς σχεδιασµούς. Η ανάλυση γίνεται συνηθέστερα µε τη µέθοδο των πεπερασµένων 

στοιχείων. 
 

(iii) Έλεγχος περιορισµών. Ελέγχονται οι περιορισµοί του προβλήµατος, βάση των 

αποτελεσµάτων της ανάλυσης για κάθε έναν από τους αρχικούς σχεδιασµούς. Αν κάποιος 

σχεδιασµός είναι µη εφικτός, τότε τροποποιείται κατάλληλα και πραγµατοποιείται νέα 

ανάλυση και επανέλεγχος, ώσπου όλοι οι αρχικοί σχεδιασµοί να αποτελούν εφικτούς 

σχεδιασµούς. Στη συνέχεια, υπολογίζονται οι τιµές της αντικειµενικής συνάρτησης. για κάθε 

αρχικό σχεδιασµό. 
 

(iv) Γένεση απογόνων. ∆ηµιουργούνται οι λ σχεδιασµοί των απογόνων. 
 

(v) Ανάλυση σχεδιασµών. Ο φορέας αναλύεται, για κάθε έναν από τους 

σχεδιασµούς – απογόνους. 
 

(vi) Έλεγχος περιορισµών. Ελέγχονται οι περιορισµοί του προβλήµατος, βάση των 

αποτελεσµάτων της επίλυσης, για κάθε έναν από τους σχεδιασµούς - απογόνους. Αν κάποιος 

σχεδιασµός είναι µη εφικτός τότε τροποποιείται κατάλληλα και πραγµατοποιείται νέα 

ανάλυση και επανέλεγχος, ώσπου όλοι οι σχεδιασµοί – απόγονοι να γίνουν εφικτοί. Στη 

συνέχεια, για κάθε σχεδιασµό υπολογίζονται οι αντίστοιχες τιµές της αντικειµενικής 

συνάρτησης. 
 

(vii) Έλεγχος σύγκλισης. Αν το κριτήριο τερµατισµού που έχει επιλεγεί 

ικανοποιείται, τότε η διαδικασία τερµατίζεται 
 

(viii) Βήµα επιλογής. Επιλέγονται οι γονείς της επόµενης γενιάς, σύµφωνα µε το 

σχήµα που έχει επιλεγεί, (µ+λ) ή (µ, λ) και η διαδικασία επιστρέφει στο βήµα (iv). 
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4
∆υναµική ανάλυση 

 
 

4.1 ∆υναµικά φορτία 
 

Ο όρος δυναµικός µπορεί να οριστεί απλά ως “µεταβλητός µε τον χρόνο”. Με αυτή την 

έννοια, δυναµικά είναι τα φορτία εκείνα των οποίων το µέγεθος, η διεύθυνση ή η θέση, σε 

αντίθεση µε τα στατικά φορτία, µεταβάλλονται συναρτήσει του χρόνου. Η απόκριση µίας 

κατασκευής σε δυναµική φόρτιση (δηλαδή οι αναπτυσσόµενες τάσεις και παραµορφώσεις) 

είναι επίσης µεταβλητή µε το χρόνο και εποµένως δυναµική. Τα δυναµικά φορτία 

οφείλονται γενικά σε µηχανές, σε κίνηση οχηµάτων, σε ανεµοπίεση, στον σεισµό κ.α. Στην 

πραγµατικότητα όλα τα φορτία στη φύση έχουν λίγο ως πολύ δυναµικό χαρακτήρα. Στατική 

θα µπορούσε να θεωρηθεί µία φόρτιση η οποία αυξάνεται σταδιακά από τη µηδενική στην 

τελική της τιµή µε πολύ αργό ρυθµό, ούτως ώστε οι αναπτυσσόµενες ταχύτητες και 

επιταχύνσεις να µπορούν να θεωρηθούν αµελητέες. Έτσι, οι στατικές φορτίσεις είναι στην 

ουσία µία απλοποιητική παραδοχή που κάνουν οι µελετητές – εφόσον το πρόβληµα τους το 

επιτρέπει – προκειµένου να κάνουν ευκολότερους τους υπολογισµούς τους. 
 

Τα δυναµικά φορτία διακρίνονται γενικά σε δύο µεγάλες κατηγορίες: 
 

(i) Τα ντετερµινιστικά ή προκαθορισµένα φορτία. Είναι τα δυναµικά φορτία των 

οποίων η χρονική µεταβολή είναι πλήρως καθορισµένη και είναι δυνατό να παρασταθεί µε 

µία συνήθη αναλυτική ή γενικευµένη (Dirac ή Heaviside) συνάρτηση. 
 



Τέταρτο Κεφάλαιο ∆υναµική ανάλυση 
 

59

 

(ii) Τα τυχαία ή στοχαστικά φορτία. Είναι τα δυναµικά φορτία των οποίων η χρονική 

µεταβολή δεν είναι πλήρως γνωστή, αλλά µπορεί να υπολογιστεί προσεγγιστικά µε 

στατιστικές µεθόδους. Στα φορτία αυτά ανήκει η δυναµική καταπόνηση µίας κατασκευής η 

οφειλόµενη στη σεισµική κίνηση του εδάφους. 
 

Ένας βασικός διαχωρισµός των ντετερµινιστικών φορτίων είναι σε περιοδικά και µή 

περιοδικά ή απεριοδικά. Τα περιοδικά φορτία είναι εκείνα των οποίων η χρονική µεταβολή 

επαναλαµβάνεται διαρκώς η ίδια, µετά από την παρέλευση ενός σταθερού χρονικού 

διαστήµατος Τ που ονοµάζεται περίοδος της φόρτισης. Η απλούστερη περιοδική φόρτιση 

είναι η ηµιτονοειδής η οποία καλείται απλή αρµονική. Τέτοια φόρτιση είναι χαρακτηριστικό 

αποτέλεσµα µη ζυγοσταθµίσεως µηχανών µε περιστρεφόµενα µέρη. Άλλοι τύποι περιοδικών 

φορτίσεων συνήθως είναι πιο πολύπλοκοι, όµως µέσω της ανάλυσης Fourier, οποιαδήποτε 

περιοδική φόρτιση µπορεί να εκφραστεί ως άθροισµα απλών αρµονικών συνιστωσών 

φορτίσεων και εποµένως η ανάλυση αποκρίσεως σε περιοδικές φορτίσεις ακολουθεί γενικά 

σε κάθε περίπτωση την ίδια διαδικασία. Οι µη περιοδικές φορτίσεις µπορεί να είναι είτε 

µικρής διάρκειας ωστικές φορτίσεις, όπως για παράδειγµα ένα κύµα ή µία έκρηξη, είτε 

µεγάλης διάρκειας γενικές µορφές φορτίσεων, όπως λόγου χάρη η σεισµική φόρτιση. 

 

4.2 Μονοβάθµιο σύστηµα 
 

Αν και το αντικείµενο της παρούσας εργασίας είναι η δυναµική ανάλυση και 

βελτιστοποίηση πολυβαθµίων συστηµάτων, κρίνεται σκόπιµο να γίνει µια σύντοµη αναφορά 

στη θεµελιώδη για τη δυναµική των κατασκευών έννοια του µονοβαθµίου συστήµατος, 

καθώς υπάρχουν πολλές αντιστοιχίες µεταξύ των δύο, ενώ σε πολλές περιπτώσεις η 

συµπεριφορά ενός πολυβαθµίου συστήµατος ανάγεται στη συµπεριφορά ενός πεπερασµένου 

αριθµού µονοβαθµίων συστηµάτων, µέσω κατάλληλων µετασχηµατισµών, όπως θα δούµε 

σε επόµενες παραγράφους. 

Μονοβάθµιο είναι ένα σύστηµα το οποίο έχει έναν βαθµό ελευθερίας κίνησης. Το 

πλήθος των βαθµών ελευθερίας κινήσεως µίας κατασκευής ισούται µε το πλήθος των 

ανεξάρτητων συνιστωσών µετακινήσεων (µετατοπίσεων ή στροφών) που απαιτούνται για 

τον καθορισµό της γεωµετρίας του παραµορφωµένου φορέα σε κάθε χρονική στιγµή της 

κινήσεως. Ένα τέτοιο σύστηµα φαίνεται στο σχήµα 4.1 που ακολουθεί. 
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Η ολική µάζα του συστήµατος περιλαµβάνεται στο στερεό στοιχείο, το οποίο 

συγκρατείται µέσω κυλίνδρων ώστε να µπορεί να κάνει µόνο κινήσεις µεταφοράς. Η 

ελαστική αντίσταση στη µετατόπιση παρέχεται από το αβαρές ελατήριο σταθεράς k, ενώ ο 

µηχανισµός απώλειας ενέργειας παρίσταται από τον αποσβεστήρα c. O µηχανισµός 

εξωτερικού φορτίου που παράγει τη δυναµική απόκριση του συστήµατος είναι το µεταβλητό 

µε τον χρόνο φορτίο p(t). 

 

 

 

 

 

 

Η εξίσωση κίνησης ενός µονοβαθµίου συστήµατος µπορεί να προκύψει ως απλή 

έκφραση της ισορροπίας των δυνάµεων και έχει τη µορφή: 

 

  )t(pfff SDI =++  

 

όπου fI είναι η αδρανειακή δύναµη, fD η δύναµη αποσβέσεως, fS η ελαστική δύναµη του 

ελατηρίου και p(t) είναι η εξωτερική δυναµική φόρτιση. Από την παραπάνω σχέση, µε 

αντικατάσταση των µεγεθών στο αριστερό µέλος, παίρνουµε: 
 

  )t(p)t(uk)t(uc)t(um =⋅+⋅+⋅ &&&  

 

όπου m είναι η µάζα του ταλαντούµενου σώµατος, k είναι η σταθερά του ελατηρίου, c είναι 

η σταθερά απόσβεσης του συστήµατος και u(t) είναι η µετατόπιση του σώµατος από την 

αρχική θέση ισορροπίας του, ως συνάρτηση του χρόνου t. 

Η παραπάνω σχέση αναφέρεται σε ένα εξιδανικευµένο σύστηµα, γραµµικό ελαστικό, 

στο οποίο έχει γίνει η θεώρηση της γραµµικής ιξώδους απόσβεσης. Η απόσβεση γενικά 

(4.1)

(4.2)

α. Μοντέλο µονοβαθµίου συστήµατος. 
 

β. Το σώµα µε τις εξωτερικές δυνάµεις 
κατά τη διεύθυνση της κίνησης. 

Σχήµα 4.1 

c

Αποσβεστήρας
χωρίς τριβή
Κύλιση

kΕλατήριο
Σώµα µάζας

m

fD = cu

fs = ku f I = mu p(t)
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παριστά τον µηχανισµό απώλειας ενέργειας του συστήµατος, ο οποίος είναι ιδιαίτερα 

πολύπλοκος, µπορεί όµως να προσεγγιστεί σε πολλές περιπτώσεις ικανοποιητικά µε τη 

θεώρηση της γραµµικής ιξώδους συµπεριφοράς. Με το θέµα της απόσβεσης θα 

ασχοληθούµε εκτενώς στην παράγραφο 4.4. 

 

4.2.1 Ελεύθερη ταλάντωση χωρίς απόσβεση 
 

Θέτοντας p(t)=0 στην εξίσωση (4.2), παίρνουµε τη διαφορική εξίσωση κίνησης ενός 

µονοβαθµίου συστήµατος που εκτελεί ελεύθερη ταλάντωση, η οποία για συστήµατα χωρίς 

απόσβεση (c=0), γίνεται: 
 

  0ukum =⋅+⋅ &&  
 

Η ελεύθερη ταλάντωση πραγµατοποιείται αν διαταραχθεί το σύστηµα από τη θέση 

ισορροπίας του, δηλαδή αν δοθεί σε αυτό µία αρχική µετατόπιση u(0) ή/και µία αρχική 

ταχύτητα )0(u& , τη χρονική στιγµή µηδέν. Η λύση της διαφορικής εξίσωσης (4.3), είναι: 

 

  tsin)0(utcos)0(u)t(u n
n

n ω
ω

+ω=
&

 

 

όπου  
m
k

n =ω  

 

Η κίνηση που περιγράφεται από την εξίσωση (4.4) είναι γνωστή ως απλή αρµονική 

κίνηση. Ο χρόνος που απαιτείται ώστε το σύστηµα να εκτελέσει έναν κύκλο της απλής 

αρµονικής ταλάντωσης ονοµάζεται ιδιοπερίοδος ταλάντωσης του συστήµατος, συµβολίζεται 

µε Τn και µετριέται σε δευτερόλεπτα (sec). Η ιδιοπερίοδος συνδέεται µε την κυκλική 

ιδιοσυχνότητα ωn του συστήµατος που εκφράζεται σε rad/sec µε τη σχέση: 
 

  
n

n
2T
ω
π

=  

 

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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Το σύστηµα εκτελεί 1/Τn κύκλους σε 1 sec, εποµένως η φυσική συχνότητα του 

συστήµατος, που εκφράζεται σε hertz (Hz) είναι: 

 

  
π

ω
==

2T
1f n

n
n  

 

Τα µεγέθη ωn, Tn, fn αποτελούν φυσικές ιδιότητες του συστήµατος και εξαρτώνται 

µόνο από τη µάζα και τη δυσκαµψία της κατασκευής. Γενικά αύξηση της δυσκαµψίας της 

κατασκευής ή µείωση της µάζας της προκαλεί αύξηση της ιδιοσυχνότητας και µείωση της 

ιδιοπεριόδου του συστήµατος και αντίστροφα. 

 

4.2.2 Εξαναγκασµένη ταλάντωση χωρίς απόσβεση 
 

Θέτοντας c = 0 στην εξίσωση (4.2), παίρνουµε τη διαφορική εξίσωση κίνησης ενός 

µονοβαθµίου συστήµατος που εκτελεί εξαναγκασµένη ταλάντωση χωρίς απόσβεση: 
 

  )t(pukum =⋅+⋅ &&  

 

Η απόκριση της κατασκευής για µια χρονική στιγµή t µπορεί να βρεθεί µε πρόσθεση 

των αποκρίσεων της κατασκευής για όλες τις χρονικές στιγµές µέχρι τον εξεταζόµενο χρόνο 

t, δηλαδή µε µεθόδους ολοκλήρωσης. Η λύση µε τη µέθοδο αυτή προκύπτει τελικά µε χρήση 

του ολοκληρώµατος του Duhamel, και δίνεται από τη σχέση: 

 

  ∫ ττ−ωτ
ω

+ω+ω
ω

=
t

o n
n

nn d)]t(sin[)(p
m

1tcos)0(utsin)0(u)t(u
&

 

 

4.2.3 Ελεύθερη ταλάντωση µε απόσβεση 
 

Θέτοντας p(t) = 0 στην εξίσωση (4.2), έχουµε τη διαφορική εξίσωση κίνησης ενός 

µονοβαθµίου συστήµατος που εκτελεί ελεύθερη ταλάντωση µε απόσβεση: 
 

  0ukucum =⋅+⋅+⋅ &&&  (4.10)

(4.7)

(4.8)

(4.9)
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 ∆ιαιρώντας την παραπάνω σχέση µε τη µάζα m, έχουµε: 
 

  0uu2u 2
nn =ω+ζω+ &&&  

 

όπου   
m
k

n =ω   όπως αναφέρθηκε νωρίτερα 

   

και  
crn c
c

m2
c

=
ω

=ζ  

 

Στην παραπάνω σχέση, το µέγεθος  
 

  
n

ncr
k2km2m2c

ω
==ω=  

καλείται κρίσιµη απόσβεση, ενώ το αδιάστατο µέγεθος ζ είναι ο λόγος απόσβεσης ο οποίος 

είναι φυσική ιδιότητα του συστήµατος. 

Αν c ≥ ccr ή ζ ≥ 1, τότε το σύστηµα επανέρχεται στη θέση ισορροπίας του χωρίς να 

εκτελέσει ταλάντωση. Αν c < ccr ή ζ < 1, τότε το σύστηµα ταλαντώνεται γύρω από τη θέση 

ισορροπίας του µε συνεχώς µειούµενο πλάτος ταλάντωσης ώσπου να επιστρέψει σε αυτήν. 

Η τιµή ccr της απόσβεσης είναι εποµένως η ελάχιστη τιµή του c για την οποία δεν έχουµε 

ταλάντωση, γι’ αυτό και ονοµάζεται κρίσιµη απόσβεση. 

Στην περίπτωση c < ccr ή ζ < 1, τότε η ελεύθερη ταλάντωση του συστήµατος 

περιγράφεται από τη σχέση: 

 

  







ω








ω
ζω+

+ω= ζω− tsin
)0(u)0(u

tcos)0(ue)t(u D
D

n
D

tn
&

 

 

όπου:  2
nD 1 ζ−ω=ω  

 

Αν στην σχέση (4.14) τεθεί ζ = 0, τότε θα προκύψει η σχέση (4.4) που αναφέρεται 

στο σύστηµα χωρίς απόσβεση. Η ιδιοπερίοδος του συστήµατος µε απόσβεση ΤD σχετίζεται 

µε την ιδιοπερίοδο του συστήµατος χωρίς απόσβεση Τn µέσω της σχέσης: 
 

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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Για µικρές τιµές του λόγου απόσβεσης ζ, οι οποίες αντιστοιχούν στις συνήθεις 

κατασκευές (βλ. παράγραφο 4.4), παρατηρούµε ότι σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση, η 

ιδιοπερίοδος του συστήµατος µε απόσβεση διαφοροποιείται ελάχιστα σε σχέση µε την 

ιδιοπερίοδο του συστήµατος χωρίς απόσβεση. 

 

4.2.4 Κίνηση του εδάφους 
 

∆υναµικές τάσεις και παραµορφώσεις προκαλούνται σε µία κατασκευή όχι µόνο από ένα 

µεταβλητό µε τον χρόνο φορτίο, αλλά και από δυναµικές κινήσεις των σηµείων στηρίξεώς 

της. Παραδείγµατα µίας τέτοιας διεγέρσεως είναι οι κινήσεις των θεµελίων κτιρίου που 

προκαλούνται από σεισµό ή οι κινήσεις στη βάση ενός αντικειµένου που οφείλονται σε 

ταλαντώσεις του κτιρίου πάνω στο οποίο βρίσκεται. Ένα απλοποιηµένο µοντέλο του 

προβλήµατος της διεγέρσεως λόγω σεισµού φαίνεται στο σχήµα 4.2 που ακολουθεί, στο 

οποίο το έδαφος στηρίξεως, άρα και η βάση της κατασκευής, κινείται οριζόντια κατά ένα 

γνωστό νόµο ug = ug(t), σχετικά µε σταθερό άξονα αναφοράς. 

 

 

 

 

Σχήµα 4.2. ∆υναµική καταπόνηση µονοβάθµιου ταλαντωτή, οφειλόµενη στην κίνηση του εδάφους. 

(4.16)

u g(t)

u ολ(t)

(α)

ug(t)

m

k

c

Θέση
ηρεµίας

f  = mu

(β) (γ)

fD = cu

fs = ku

c

k

m

u(t)

ολI
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Αναφερόµενοι στο παραπάνω σχήµα, µπορούµε να γράψουµε: 
 

  uuu g +=ολ  

 

όπου uολ = uολ(t) είναι η ολική οριζόντια µετατόπιση µετρούµενη από την αρχική θέση 

ηρεµίας της κατασκευής, ενώ u = u(t) είναι η σχετική µετατόπιση της κεφαλής του στύλου 

ως προς τον πόδα. Είναι φανερό ότι η ελαστική δύναµη fS και η δύναµη αποσβέσεως fD 

εξαρτώνται από τη σχετική µετατόπιση u  και τη σχετική ταχύτητα u&  αντίστοιχα, ενώ η 

δύναµη fΙ, ως δύναµη αδράνειας, εξαρτάται από την ολική επιτάχυνση ολu&&  του συστήµατος. 

Θα είναι λοιπόν: 
 

  ukf,ucf,umf SDI ⋅=⋅=⋅= ολ &&&  

 

Εξετάζοντας την ισορροπία, σύµφωνα µε τη σχέση (4.2), θα έχουµε: 
 

  0ukucum =⋅+⋅+⋅ ολ &&&  

 

Η παραπάνω σχέση, µε τη βοήθεια της (4.17), γίνεται: 
 

  0ukucumum g =⋅+⋅+⋅+⋅ &&&&&  

ή 

  gumukucum &&&&& ⋅−=⋅+⋅+⋅  

 

Στην ανωτέρω σχέση, η συνάρτηση )t(um g&&⋅−  παίζει τον ρόλο του εξωτερικού 

δυναµικού φορτίου του συστήµατος, γι’ αυτό ονοµάζεται υποκατάστατο ή ενεργό φορτίο και 

συµβολίζεται µε: 
 

  )t(um)t(p geff &&⋅−=  

 

Παρατηρούµε, ότι η κατασκευή αποκρίνεται σε µία επιτάχυνση του εδάφους )t(u g&&  

ακριβώς όπως θα έκανε σε ένα εξωτερικό φορτίο peff (t) ίσο προς το γινόµενο της µάζας της 

επί την επιτάχυνση του εδάφους. Εποµένως η σεισµική καταπόνηση του φορέα µπορεί να 

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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µελετηθεί αν είναι γνωστό το επιταχυνσιογράφηµα του σεισµού. Το αρνητικό πρόσηµο στην 

σχέση (4.22) δείχνει ότι το ισοδύναµο φορτίο peff αντιτίθεται στην κατεύθυνση της 

επιτάχυνσης του εδάφους. Πρακτικά αυτό δεν έχει ιδιαίτερη σηµασία, εφόσον η διέγερση 

στη βάση αυτή καθ’ αυτή ενεργεί σε αυθαίρετη (τυχαία) διεύθυνση. 

 

4.3 Πολυβάθµιο σύστηµα 
 

Σε αντιστοιχία µε το µονοβάθµιο σύστηµα, η διαφορική εξίσωση που περιγράφει τη 

συµπεριφορά ενός πολυβαθµίου συστήµατος µε Ν βαθµούς ελευθερίας κίνησης το οποίο 

υπόκειται σε δυναµική φόρτιση, προκύπτει από την έκφραση της ισορροπίας των δυνάµεων 

που δρουν σε κάθε βαθµό ελευθερίας και έχει τη µορφή: 
 

  )}t(P{}F{}F{}F{ SDI =++  

 

ή απλούστερα: 
 

  )t(PFFF SDI =++  

 

όπου FΙ είναι το Ν×1 διάνυσµα των αδρανειακών δυνάµεων (inertia forces), FD είναι το Ν×1 

διάνυσµα των δυνάµεων απόσβεσης (damping forces), FS είναι το Ν×1 διάνυσµα των 

ελαστικών δυνάµεων (elastic forces) και P(t) είναι το Ν×1 διάνυσµα της εξωτερικής 

δυναµικής φόρτισης. 

 

4.3.1 Ελαστικές δυνάµεις – Μητρώο δυσκαµψίας 
 

Το διάνυσµα των ελαστικών δυνάµεων FS µίας κατασκευής δίνεται από τη µητρωική σχέση: 
 

  ukFS ⋅=  

 

όπου k είναι το Ν×Ν µητρώο δυσκαµψίας και u είναι το Ν×1 µητρώο µετατοπίσεων της 

κατασκευής. Το µητρώο k είναι γενικά συµµετρικό (δηλ. kij = kji) ενώ ο όρος του kij ισούται 

µε την ελαστική δύναµη που αναπτύσσεται στον βαθµό ελευθερίας i λόγω µοναδιαίας 

(4.23)

(4.24)

(4.25)
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µετατόπισης κατά τον βαθµό ελευθερίας j. Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων 

αποτελεί σήµερα τον πιο εύχρηστο τρόπο υπολογισµού των ελαστικών ιδιοτήτων της 

κατασκευής, δηλαδή των όρων kij του µητρώου δυσκαµψίας Κ. Σύµφωνα µε τη µέθοδο 

αυτή, η κατασκευή διαιρείται σε ένα σύνολο διακεκριµένων στοιχείων - µελών τα οποία 

συνδέονται µεταξύ τους µέσω των κόµβων του συστήµατος. Οι ελαστικές ιδιότητες της 

κατασκευής βρίσκονται µε τον υπολογισµό των ελαστικών ιδιοτήτων των επιµέρους 

στοιχείων καταρχήν και µε την κατάλληλη υπέρθεσή τους σύµφωνα µε τη µεταξύ τους 

συνδεσµολογία στη συνέχεια. 

 

4.3.2 Αδρανειακές δυνάµεις – Μητρώο µάζας 
 

Το διάνυσµα των δυνάµεων αδράνειας FΙ µίας κατασκευής δίνεται από τη µητρωική σχέση: 
 

  umFI &&⋅=  

 

όπου m είναι το Ν×Ν µητρώο µάζας και u&&  είναι το Ν×1 µητρώο επιταχύνσεων της 

κατασκευής. Όπως και το µητρώο δυσκαµψίας Κ, έτσι και το µητρώο µάζας Μ µίας 

κατασκευής είναι γενικά συµµετρικό (δηλ. mij = mji), ενώ ο όρος του mij ισούται µε την 

αναπτυσσόµενη δύναµη αδράνειας στον βαθµό ελευθερίας i λόγω µοναδιαίας επιταχύνσεως 

κατά τον βαθµό ελευθερίας j. 

Ο απλούστερος τρόπος ορισµού των ιδιοτήτων µάζας µίας κατασκευής είναι να 

υποθέσουµε ότι όλη η µάζα είναι συγκεντρωµένη στα σηµεία στα οποία ορίζονται οι 

µετατοπίσεις, δηλαδή στους κόµβους της κατασκευής. Η συνήθης διαδικασία ορισµού των 

σηµειακών µαζών που αντιστοιχούν σε κάθε κόµβο, είναι να υποθέτουµε ότι η κατασκευή 

διαιρείται σε τµήµατα και ότι οι κόµβοι αποτελούν τα σηµεία συνδέσεως. Η µάζα κάθε 

τµήµατος θεωρείται συγκεντρωµένη σε σηµειακές µάζες στους κόµβους του, η δε κατανοµή 

της µάζας του τµήµατος καθορίζεται από τη γεωµετρία του. Η συνολική µάζα λοιπόν σε 

κάθε κόµβο της πλήρους κατασκευής θα είναι το άθροισµα των συµβολών στον κόµβο από 

όλα τα τµήµατα που συντρέχουν σε αυτόν. Στο σχήµα 4.3 που ακολουθεί, φαίνεται πώς 

πραγµατοποιείται η κατανοµή των µαζών στους κόµβους ως συγκεντρωµένες, στην 

περίπτωση ενός απλού επίπεδου πλαισίου. 

(4.26)
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Σύµφωνα µε τα παραπάνω, για ένα σύστηµα στο οποίο έχει γίνει η θεώρηση 

συγκεντρωµένων µαζών, οι εκτός διαγωνίου όροι του µητρώου µάζας µηδενίζονται, καθώς η 

επιτάχυνση µίας σηµειακής µάζας δηµιουργεί αδρανειακές δυνάµεις µόνο στον εαυτό της. 

Εποµένως, σε αυτήν την περίπτωση το µητρώο µάζας θα είναι διαγώνιο και µάλιστα επειδή 

η δύναµη αδράνειας στον βαθµό ελευθερίας i, λόγω µοναδιαίας επιτάχυνσης κατά τον i είναι 

προφανώς ίση µε τη συγκεντρωµένη µάζα στο σηµείο αυτό, για κάθε διαγώνιο όρο θα ισχύει 

mii = mi., όπου mi η συγκεντρωµένη µάζα στον αντίστοιχο κόµβο. 

Αν όπως συµβαίνει πολλές φορές στην πράξη, σε έναν κόµβο έχουν οριστεί 

περισσότεροι από ένας βαθµοί ελευθερίας, τότε η ίδια σηµειακή µάζα στον κόµβο θα 

σχετίζεται µε κάθε αντίστοιχο βαθµό ελευθερίας. Οι συντελεστές µάζας όµως που 

σχετίζονται µε περιστροφικούς βαθµούς ελευθερίας θα είναι µηδενικοί, γιατί έχει γίνει η 

υπόθεση ότι η µάζα είναι συγκεντρωµένη σε σηµεία, τα οποία έχουν µηδενική ροπή 

αδράνειας. Εποµένως, ο πίνακας συγκεντρωµένων µαζών είναι ένας διαγώνιος πίνακας, ο 

οποίος γενικά έχει µηδενικά στοιχεία διαγωνίου για τους περιστροφικούς βαθµούς 

ελευθερίας. 

Εναλλακτικά, αν δεν κάνουµε τη θεώρηση των συγκεντρωµένων µαζών, µπορούµε 

χρησιµοποιώντας και σε αυτήν την περίπτωση την έννοια του πεπερασµένου στοιχείου, να 

υπολογίσουµε τους συντελεστές επιρροής µάζας κάθε στοιχείου µιας κατασκευής µε µία 

διαδικασία ανάλογη του υπολογισµού των συντελεστών δυσκαµψίας των στοιχείων. Στη 

συνέχεια, ο πίνακας µάζας µπορεί να βρεθεί µε µία διαδικασία υπερθέσεως ακριβώς 

αντίστοιχη µε αυτήν που χρησιµοποιείται προκειµένου να µορφωθεί το µητρώο δυσκαµψίας 

της κατασκευής. Ο προκύπτον από αυτήν τη µεθοδολογία πίνακας καλείται συµβιβαστός 

md em mf

am bm

dm m mf

ma bm cm

ed e f

cb
a

Κατασκευαστικό
στοιχείο

(β)

cm

(α) (γ)

Σχήµα 4.3. Κατανοµή των µαζών των στοιχείων στους κόµβους, ως συγκεντρωµένες. 



Τέταρτο Κεφάλαιο ∆υναµική ανάλυση 
 

69

 

πίνακας µάζας και έχει την ίδια µορφή, δηλαδή κατανοµή µη µηδενικών όρων µε τον πίνακα 

δυσκαµψίας. 

Η δυναµική ανάλυση ενός συστήµατος συµβιβαστών µαζών γενικά απαιτεί 

περισσότερο υπολογιστικό κόπο από ότι η ανάλυση ενός συστήµατος συγκεντρωµένων 

µαζών. Αυτό οφείλεται αφενός στο γεγονός ότι το συµβιβαστό µητρώο µάζας έχει εν γένει 

πολλούς µη διαγώνιους όρους και αφετέρου στο ότι σε µία ανάλυση συµβιβαστών µαζών 

απαιτείται να περιληφθούν όλοι οι βαθµοί ελευθερίας κάθε κόµβου, µεταφορικοί και 

περιστροφικοί, σε αντίθεση µε την περίπτωση των συγκεντρωµένων µαζών. 

 

4.3.3 ∆υνάµεις απόσβεσης – Μητρώο απόσβεσης 
 

Όπως είδαµε στην παράγραφο 4.2, οι µηχανισµοί απώλειας ενέργειας σε µία κατασκευή 

υποβαλλόµενη σε δυναµικές φορτίσεις, µπορούν να προσεγγιστούν µε τη θεώρηση της 

ισοδύναµης ιξώδους απόσβεσης. Με την υπόθεση αυτή, µπορούµε να σχετίσουµε τις 

αναπτυσσόµενες δυνάµεις αποσβέσεως FD µε τις ταχύτητες u&  της κατασκευής, σύµφωνα µε 

τη µητρωική σχέση: 
 

  ucFD &⋅=  

 

όπου c είναι το Ν×Ν µητρώο απόσβεσης και u&  είναι το Ν×1 µητρώο ταχυτήτων της 

κατασκευής. Ο όρος cij του µητρώου απόσβεσης c ισούται γενικά µε την αναπτυσσόµενη 

δύναµη απόσβεσης στον βαθµό ελευθερίας i λόγω µοναδιαίας ταχύτητας κατά τον βαθµό 

ελευθερίας j. Το µητρώο απόσβεσης, σε αντίθεση µε τα µητρώα µάζας και δυσκαµψίας, 

ενδέχεται σε κάποιες περιπτώσεις να είναι µη συµµετρικό, ενώ η µόρφωσή του µε ακρίβεια 

είναι γενικά δύσκολη υπόθεση. Με το θέµα αυτό θα ασχοληθούµε εκτενέστερα στην 

παράγραφο 4.4. 

 

4.3.4 Μητρωική διαφορική εξίσωση κίνησης 
 

Σύµφωνα µε όσα αναπτύχθηκαν στις προηγούµενες παραγράφους, µε αντικατάσταση των 

σχέσεων (4.25), (4.26) και (4.27) στη σχέση (4.24), προκύπτει η µητρωική διαφορική 

(4.27)
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εξίσωση που διέπει την κίνηση ενός πολυβαθµίου συστήµατος µε Ν βαθµούς ελευθερίας 

κίνησης υποβαλλόµενου σε δυναµική φόρτιση, η οποία έχει τη µορφή: 
 

  )t(Pukucum =⋅+⋅+⋅ &&&  

 

Η παραπάνω σχέση αποτελεί ένα σύστηµα Ν συνήθων διαφορικών εξισώσεων και 

είναι η ισοδύναµη της σχέση (4.2) του µονοβαθµίου συστήµατος, για ένα πολυβάθµιο 

σύστηµα µε N βαθµούς ελευθερίας. Τα βαθµωτά µεγέθη της σχέσης (4.2) έχουν γίνει στη 

σχέση (4.28) διανύσµατα ή µητρώα τάξης Ν. 

Οι µη διαγώνιοι όροι των µητρώων m, c και k καλούνται συζευγµένοι όροι. Στη 

γενική περίπτωση, ενδέχεται να υπάρχουν συζευγµένοι όροι τόσο στο µητρώο δυσκαµψίας 

k, όσο και στα µητρώα απόσβεσης c και µάζας m. Πάντως, σε κάθε περίπτωση η σύζευξη 

στα µητρώα αυτά εξαρτάται από την επιλογή των βαθµών ελευθερίας που εκφράζουν τη 

δυναµική συµπεριφορά του συστήµατος.  

 

4.3.5 Ελεύθερη ταλάντωση χωρίς απόσβεση - Ιδιοµορφές 
 

Αν στη σχέση (4.28) τεθεί P(t) = {0}, τότε λαµβάνουµε τη διαφορική εξίσωση κίνησης ενός 

πολυβαθµίου συστήµατος µε Ν βαθµούς ελευθερίας κίνησης το οποίο εκτελεί ελεύθερη 

ταλάντωση, η οποία για συστήµατα χωρίς απόσβεση (c=0), γίνεται: 
 

  0ukum =⋅+⋅ &&  

 

Η εξίσωση (4.29) παριστά Ν οµογενείς διαφορικές εξισώσεις οι οποίες είναι 

συζευγµένες µεταξύ τους µέσω των µητρώων µάζας, δυσκαµψίας ή και των δύο. Το 

πρόβληµα συνίσταται στον καθορισµό των συνθηκών υπό τις οποίες η εξίσωση (4.29) 

επιτρέπει την ύπαρξη κινήσεως. Θεωρώντας αναλογία προς τη συµπεριφορά ενός 

µονοβαθµίου συστήµατος, υποθέτουµε ότι η κίνηση σε ελεύθερες ταλαντώσεις είναι απλή 

αρµονική, η οποία για πολυβάθµια συστήµατα εκφράζεται ως εξής: 

 

  nn )t(q)t(u φ⋅=  

 

(4.28)

(4.29)

(4.30)
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Στην παραπάνω εξίσωση, ο όρος nφ  παριστά το σχήµα της ταλάντωσης, το οποίο δεν 

µεταβάλλεται µε το χρόνο, ενώ η έκφραση qn (t) παριστά τη χρονική εξάρτηση της κίνησης, 

η οποία είναι απλή αρµονική: 
 

  tsinBtcosA)t(q nnnnn ω+ω=  

 

όπου Αn και Bn είναι σταθερές οι οποίες µπορούν εν γένει να προσδιοριστούν από τις 

αρχικές συνθήκες του προβλήµατος. Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (4.30) και (4.31), 

παίρνουµε την εξίσωση: 
 

  )tsinBtcosA()t(u nnnnn ω+ωφ=  

 

στην οποία τα µεγέθη nφ  και ωn είναι άγνωστα. Αντικαθιστώντας τη σχέση (4.32) στην 

εξίσωση ισορροπίας (4.29), παίρνουµε: 
 

  0)t(q]km[ nnn
2
n =⋅φ+φω−  

 

Η παραπάνω εξίσωση ικανοποιείται µε δύο τρόπους. Είτε qn(t) = 0, το οποίο σηµαίνει 

ότι u(t) = 0, άρα δεν έχουµε κίνηση (αυτή η λύση καλείται τετριµµένη λύση), είτε οι φυσικές 

ιδιοσυχνότητες ωn και τα ιδιοσχήµατα nφ  του συστήµατος πρέπει να ικανοποιούν τη 

συνθήκη: 
 

  n
2
nn mk φω=φ  

 

Το παραπάνω αλγεβρικό πρόβληµα καλείται πρόβληµα ιδιοτιµών πινάκων και µπορεί 

να γραφτεί στη µορφή: 
 

  0]mk[ n
2
n =φ⋅ω−  

 

Η παραπάνω εξίσωση έχει τετριµµένη λύση την nφ = 0 για την οποία δεν έχουµε 

κίνηση, ενώ για να υπάρχει και µη τετριµµένη λύση, πρέπει να ισχύει η συνθήκη: 

 

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)
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  0]mkdet[ 2
n =ω−  

 

Με την ανάπτυξη της παραπάνω ορίζουσας, προκύπτει µία πολυωνυµική εξίσωση 

βαθµού Ν ως προς την παράµετρο συχνότητας ω2. Για πραγµατικά συστήµατα κατασκευών 

τα οποία έχουν συµµετρικά και θετικά ορισµένα µητρώα µάζας και δυσκαµψίας 

αποδεικνύεται ότι όλες οι Ν ρίζες της πολυωνυµικής αυτής εξίσωσης είναι πραγµατικές και 

θετικές. Οι ρίζες αυτές καθορίζουν τις ιδιοσυχνότητες ωn των Ν µορφών ταλαντώσεων που 

είναι δυνατές για το σύστηµα. Η µορφή που αντιστοιχεί στην χαµηλότερη συχνότητα 

καλείται πρώτη µορφή, η επόµενη δεύτερη, κ.ο.κ. 

Για κάθε µία από τις ιδιοσυχνότητες ωn, λύνοντας τη σχέση (4.35) ως προς nφ  

παίρνουµε το σχήµα της κάθε ιδιοµορφής. Τα διανύσµατα nφ  καλούνται ιδιοδιανύσµατα ή 

ιδιοσχήµατα. Αν και µε αυτήν την διαδικασία µπορεί να βρεθεί το σχήµα της κάθε 

ταλάντωσης, παρ’ όλα αυτά δεν µπορεί να υπολογιστεί και το απόλυτο εύρος της 

ταλάντωσης. 

Τα Ν ιδιοδιανύσµατα και οι Ν ιδιοσυχνότητες µπορούν να γραφτούν σε συµπαγή 

µορφή ως εξής: 

 

 



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








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
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

















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ω
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2

2
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2
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Σύµφωνα µε τις παραπάνω σχέσεις, η εξίσωση (4.34) µπορεί να γραφτεί σε συµπαγή 

επίσης µορφή, περιλαµβάνοντας όλες τις N ιδιοµορφές, ως εξής: 
 

   2mk ΦΩ=Φ  
 

Θεωρώντας ότι το πρόβληµα ιδιοτιµών των σχέσεων (4.36) και (4.35) έχει επιλυθεί, 

η γενική λύση της εξίσωσης (4.29) θα προκύψει µε την υπέρθεση των αποκρίσεων λόγω της 

κάθε µορφής ταλαντώσεως της κατασκευής, σύµφωνα µε τη σχέση: 
 

  )tsinBtcosA()t(u nn

N

1n
nnn ω+ωφ= ∑

=

 

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)
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η οποία αν ληφθούν υπόψη οι αρχικές συνθήκες )0(u  και )0(u&  του προβλήµατος, µας δίνει: 

 

  q)t(q)tsin)0(qtcos)0(q()t(u
N

1n
nnn

n

n
N

1n
nnn Φ=φ=ω

ω
+ωφ= ∑∑

==

&
 

 

όπου: 
 

  
n

T
n

n
n

T
n

n M
)0(um)0(qκαι

M
)0(mu)0(q

&
&

φ
=

φ
=  

  tsin)0(qtcos)0(q)t(q n
n

n
nnn ω

ω
+ω=
&

 

 

και q είναι το συµπαγές µητρώο το οποίο περιλαµβάνει όλους τους όρους qn(t). Συγκρίνοντας 

τις παραπάνω σχέσεις µε τις αντίστοιχες σχέσεις που αφορούν τη συµπεριφορά του 

µονοβαθµίου συστήµατος, γίνεται σαφής ο συσχετισµός των δύο. Με τη µεθοδολογία που 

ακολουθήθηκε, οι συζευγµένες διαφορικές εξισώσεις κίνησης, µέσω κατάλληλων 

µετασχηµατισµών µετατράπηκαν σε µη συζευγµένες, οπότε το σύστηµα των Ν βαθµών 

ελευθερίας κίνησης αντιµετωπίζεται πλέον σαν να απαρτιζόταν από Ν µονοβάθµια 

συστήµατα των οποίων η δυναµική συµπεριφορά είναι γνωστή και µπορεί εύκολα να 

υπολογιστεί.  

 

4.3.6 Ορθογωνικότητα των ιδιοµορφών 
 

Τα σχήµατα µορφών ελευθέρων ταλαντώσεων µπορεί να αποδειχτεί ότι ικανοποιούν τις 

συνθήκες ορθογωνικότητας, δηλαδή: 
 

  




=φφ
=φφ

⇒ω≠ω
0m
0k

 για
r

T
n

r
T
n

rn  

 

Λόγω της ορθογωνικότητας των ιδιοµορφών, τα µητρώα: 
 

  ΦΦ=ΦΦ= mMκαιkK TT  
  

είναι διαγώνια µε διαγώνιους όρους: 
 

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)
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   n
T
nnn

T
nn mMκαιkK φφ=φφ=  

 

Τα παραπάνω µεγέθη Kn και Μn καλούνται γενικευµένες δυσκαµψίες και 

γενικευµένες µάζες του συστήµατος αντίστοιχα και συνδέονται µεταξύ τους, σε αντιστοιχία 

και πάλι µε το µονοβάθµιο σύστηµα, µέσω της σχέσης: 
 

  n
2
nn MK ω=  

 

4.3.7 Κανονικοποίηση των ιδιοµορφών 
 

Οι µορφές παραµορφώσεως σε ταλάντωση που προκύπτουν από τη λύση του προβλήµατος 

ιδιοτιµών είναι αυθαίρετες. Οποιοδήποτε εύρος µπορεί ικανοποιεί τη βασική εξίσωση 

συχνότητας και µόνο τα σχήµατα ορίζονται ακριβώς. Αυτό σηµαίνει ότι αν το διάνυσµα nφ  

είναι µία ιδιοµορφή, οποιοδήποτε πολλαπλάσιό του θα αποτελεί επίσης την ίδια ιδιοµορφή, 

καθώς θα ικανοποιεί τη συνθήκη (4.35). Γι’ αυτόν τον λόγο, γίνεται µία κανονικοποίηση των 

τιµών των διανυσµάτων αυτών, συχνά µε διαίρεση µε τη µέγιστη αποµάκρυνση του κάθε 

ιδιοδιανύσµατος, µε αποτέλεσµα όλες οι προκύπτουσες αποµακρύνσεις για κάθε ιδιοµορφή 

να είναι µικρότερες ή ίσες µε τη µονάδα. 

Σε προγράµµατα Η/Υ, η κανονικοποίηση γίνεται τις περισσότερες φορές έτσι ώστε 

τα µεγέθη Μn να έχουν µοναδιαίες τιµές. Σε αυτήν την περίπτωση: 
 

  Ι=ΦΦ=φφ= Τmκαι1mM n
T
nn  

 

όπου Ι το µοναδιαίο µητρώο διαστάσεων Ν×Ν. 

 

4.3.8 Ελεύθερη ταλάντωση µε απόσβεση 
 

Θέτοντας p(t) = 0 στη σχέση (4.28), παίρνουµε τη διαφορική εξίσωση κίνησης για την 

ελεύθερη ταλάντωση ενός πολυβαθµίου συστήµατος µε απόσβεση: 

 

  0ukucum =⋅+⋅+⋅ &&&  

 

(4.44)

(4.46)

(4.47)

(4.45)
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Αν εκφράσουµε τη µετατόπιση u σε όρους των φυσικών µορφών του συστήµατος 

χωρίς απόσβεση, σύµφωνα µε τη γνωστή σχέση: 
 

  q)t(u Φ=  

 

τότε έχουµε: 
 

  

0KqqCq

0qkqcqm

0qkqcqm

=++Μ

⇒=ΦΦ+ΦΦ+ΦΦ

⇒=Φ+Φ+Φ

ΤΤΤ

&&&

&&&

&&&

 

 

όπου τα µητρώα M και K είναι διαγώνια, και 
 

  ΦΦ= ΤcC , δηλαδή r
T
nnr cC φφ=  

 

Το τετραγωνικό µητρώο C ενδέχεται να είναι ή και να µην είναι διαγώνιο, ανάλογα 

µε την διανοµή της απόσβεσης στο σύστηµα. Αν το µητρώο C είναι διαγώνιο, τότε η 

παραπάνω εξίσωση παριστά Ν το πλήθος µη συζευγµένες µεταξύ τους διαφορικές 

εξισώσεις, και το σύστηµα λέµε ότι έχει τυπική απόσβεση. Τέτοια συστήµατα έχουν τις ίδιες 

φυσικές µορφές όπως και τα συστήµατα χωρίς απόσβεση. Εποµένως, το πρόβληµα των 

ιδιοτιµών µπορεί να λυθεί σε αυτές τις περιπτώσεις για το σύστηµα χωρίς απόσβεση. 

Συστήµατα µε απόσβεση τέτοια ώστε το µητρώο C να µην είναι διαγώνιο λέµε ότι έχουν µη 

τυπική απόσβεση και για αυτά οι ιδιοµορφές δεν είναι ίδιες µε αυτές των συστηµάτων χωρίς 

απόσβεση. 

Εποµένως, σε ένα σύστηµα µε τυπική απόσβεση, η εξίσωση (4.48), γίνεται: 
 

  0qKqCq nnnnnn =++Μ &&&  

 

 Η παραπάνω εξίσωση αποτελεί ένα σύστηµα Ν συνήθων διαφορικών εξισώσεων µη 

συζευγµένων µεταξύ τους και είναι αντίστοιχη µε τη σχέση (4.10) που αναφέρεται στο 

µονοβάθµιο σύστηµα. Ο λόγος απόσβεσης µπορεί εποµένως να εκφραστεί σε αντιστοιχία µε 

το µονοβάθµιο σύστηµα ως εξής: 

 

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.48)
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nn

n
n M2

C
ω

=ζ  

 

ενώ λόγω της µη σύζευξης που επιτεύχθηκε, η εξίσωση (4.49) µπορεί να επιλυθεί µε τις 

µεθόδους που αναφέρονται στο µονοβάθµιο σύστηµα: 

∆ιαιρώντας την εξίσωση (4.49) µε τη γενικευµένη µάζα Μn, παίρνουµε: 
 

  0qq2q n
2
nnnnn =ω+ωζ+ &&&  

 

 Η παραπάνω εξίσωση, όπως είδαµε, έχει λύση: 
 

  







ω

ω
ωζ+

+ω= ωζ− tsin
)0(q)0(q

tcos)0(qe)t(q nD
nD

nnnn
nDn

t
n

nn
&

 

 

ενώ η n-οστή ιδιοσυχνότητα του συστήµατος µε απόσβεση, δίνεται από τη σχέση: 
 

  2
nnnD 1 ζ−ω=ω  

 

Η λύση του αρχικού προβλήµατος (4.46) προκύπτει τελικά µε αντικατάσταση της 

σχέσης (4.53) στην εξίσωση (4.47) και υπέρθεση των αποκρίσεων λόγω όλων των Ν 

ιδιοµορφών, οπότε: 
 

  ∑
=

ωζ−





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
ω

ω
ωζ+

+ωφ=
N

1n
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nD
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tcos)0(qe)t(u nn
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Όπως διαπιστώνεται από τη σχέση (4.54), για τιµές του λόγου απόσβεσης ζ < 20%, οι 

οποίες αντιστοιχούν σε πραγµατικές κατασκευές (βλ. πιν. 4.1), οι τιµές των ιδιοσυχνοτήτων 

ωnD του συστήµατος µε απόσβεση, ελάχιστα διαφοροποιούνται από εκείνες του συστήµατος 

χωρίς απόσβεση (ωn). 

 

 

 

 

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)
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4.3.9 Εξαναγκασµένη ταλάντωση χωρίς απόσβεση 
 

Αν στην εξίσωση ισορροπίας (4.28), τεθεί c = 0, τότε παίρνουµε τη διαφορική εξίσωση 

ισορροπίας για το σύστηµα χωρίς απόσβεση, η οποία είναι: 
 

  )t(pukum =⋅+⋅ &&  

 

Η λύση της παραπάνω εξίσωσης, αν θεωρήσουµε την ανάλυση της ταλάντωσης σε 

µορφές, θα είναι της µορφής: 
 

  )t(q)t(q)t(u
N

1r
rr Φ=φ= ∑

=

 

 

από την οποία µε εκµετάλλευση της ορθογωνικότητας των ιδιοµορφών, καταλήγουµε στη 

σχέση: 
 

  )t(PqKq nnnnn =+Μ &&  

 

όπου:  )t(p)t(PκαιkK,mM T
nnn

T
nn

T
nn φ=φφ=φφ=  

 

Το µεγέθη Μn και Κn είναι οι γενικευµένες µάζες και δυσκαµψίες του συστήµατος, 

ενώ το µέγεθος Pn καλείται αντίστοιχα γενικευµένη δύναµη. ∆ιαιρώντας τη σχέση (4.59) δια 

τη γενικευµένη µάζα Μn, παίρνουµε: 
 

  
n

)t(n
n

2
nn M

P
qq =ω+&&  

 

Η παραπάνω σχέση αποτελεί τη διαφορική εξίσωση κίνησης για την κάθε ιδιοµορφή 

n. Και σε αυτήν την περίπτωση καταλήξαµε, µέσω κατάλληλων µετασχηµατισµών, σε n µη 

συζευγµένες διαφορικές εξισώσεις, εποµένως το σύστηµα αντιµετωπίζεται πλέον ως ένα 

σύνολο N µονοβαθµίων συστηµάτων. Σε συµπαγή µορφή, για όλες τις ιδιοµορφές µαζί, 

έχουµε: 

 

  )t(PKqqM =+&&  

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)
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όπου Μ είναι το διαγώνιο µητρώο των γενικευµένων µαζών, Κ είναι το διαγώνιο µητρώο 

των γενικευµένων δυσκαµψιών και P(t) είναι το µητρώο στήλη των γενικευµένων δυνάµεων. 

 

4.3.10 Εξαναγκασµένη ταλάντωση µε απόσβεση 
 

Η διαφορική εξίσωση που περιγράφει την εξαναγκασµένη ταλάντωση ενός πολυβαθµίου 

συστήµατος µε απόσβεση έχει τη γενική µορφή: 
  
  )t(Pukucum =⋅+⋅+⋅ &&&  

 

Η λύση της παραπάνω εξίσωσης, αν θεωρήσουµε και σε αυτήν την περίπτωση την 

ανάλυση της ταλάντωσης σε ιδιοµορφές, θα είναι της µορφής: 
 

  )t(q)t(q)t(u
N

1n
nn Φ=φ= ∑

=

 

 

όπου nφ  είναι οι n-οστή ιδιοµορφή του συστήµατος χωρίς απόσβεση. Με αντικατάσταση 

της παραπάνω σχέσης στην εξίσωση ισορροπίας (4.63), παίρνουµε: 
 

  )t(PqKqCq nnn

N

1r
rnrnn =++Μ ∑

=

&&&  

 

όπου   r
T
nnr cC φφ=  

 

άρα:  )t(PKqqCqM =++ &&&  

 

Το µητρώο C είναι γενικά, όπως είδαµε και στην περίπτωση της ελεύθερης 

ταλάντωσης µε απόσβεση, ένα µη διαγώνιο µητρώο που περιέχει τους όρους Cnr. Οι Ν 

διαφορικές εξισώσεις της σχέσης (4.67) είναι γενικά συζευγµένες µέσω του µητρώου 

απόσβεσης C. Για συστήµατα µε τυπική απόσβεση, το µητρώο C είναι διαγώνιο, δηλαδή 

Cnr=0 για n≠r, µε διαγώνιους όρους Cn. Σε αυτήν την περίπτωση, οι εξισώσεις γίνονται µη 

συζευγµένες, εποµένως µπορούν να γραφτούν στη µορφή: 

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.67)

(4.66)
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όπου ζn είναι ο λόγος απόσβεσης για την n-οστή ιδιοµορφή. Η απόκριση για την κάθε 

ιδιοµορφή θα δίνεται από τη σχέση: 
 

  )t(q)t(u nnn φ=  

 

ενώ η συνολική απόκριση θα προκύψει µε υπέρθεση των Ν ιδιοµορφών, σύµφωνα µε τη 

σχέση: 

 

  ∑∑
==

φ==
N

1n
nn

N

1n
n )t(q)t(u)t(u  

 

4.4 Απόσβεση 
 

O υπολογισµός του µητρώου απόσβεσης c µίας κατασκευής είναι γενικά πολύπλοκη 

υπόθεση. Θα µπορούσε να υποστηρίξει κανείς ότι είναι δυνατό να µορφωθεί, όπως και το 

µητρώο δυσκαµψίας, µέσω της γεωµετρίας και των ιδιοτήτων απόσβεσης του κάθε 

µεµονωµένου µέλους της κατασκευής. Παρόλο που κάτι τέτοιο είναι δυνατό, είναι πρακτικά 

µη εφαρµόσιµο, καθώς σε αντίθεση µε το µέτρο ελαστικότητας, οι ιδιότητες απόσβεσης των 

υλικών δεν µας είναι απολύτως σαφείς. Ακόµη όµως και αν αυτές οι ιδιότητες µας ήταν 

απολύτως γνωστές, το προκύπτων από αυτή την διαδικασία µητρώο απόσβεσης, δεν θα 

ανταποκρινόταν ιδιαίτερα στην πραγµατική απώλεια ενέργειας του συστήµατος, καθώς 

κάποιοι σηµαντικοί παράγοντες απώλειας ενέργειας όπως λόγου χάρη η τριβή σε συνδέσεις 

µεταλλικών κατασκευών, το άνοιγµα και το κλείσιµο µικρορωγµών σε κατασκευές από 

σκυρόδεµα ή οι τριβές σε µέλη της κατασκευής που δεν έχουν ληφθεί υπόψη στο µοντέλο 

της ανάλυσης (π.χ. τοιχοποιία) δεν θα έχουν συµπεριληφθεί στους υπολογισµούς. 

Είναι προτιµότερο εποµένως, το µητρώο απόσβεσης να υπολογίζεται µέσω των 

λόγων απόσβεσης οι οποίοι εκτιµώνται πειραµατικά µε βάση δεδοµένα που έχουν προέλθει 

(4.68)

(4.69)

(4.70)
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από πραγµατικές διεγέρσεις σε υπάρχουσες κατασκευές, αντίστοιχες µε την εξεταζόµενη. 

Στην περίπτωση αυτή, λαµβάνεται υπόψη έστω και προσεγγιστικά η συµµετοχή όλων των 

µηχανισµών απώλειας ενέργειας του συστήµατος. Αν και οι µελετητές έχουν σήµερα στη 

διάθεσή τους αρκετά πολύτιµα δεδοµένα και καταγραφές πάνω στο αντικείµενο, η χρήση 

τους πρέπει να γίνεται µε σύνεση και κριτικό πνεύµα, καθώς κάποια από αυτά είναι µη 

χρησιµοποιήσιµα για τη δυναµική ανάλυση και τον σχεδιασµό. Για παράδειγµα, οι λόγοι 

απόσβεσης που προκύπτουν πειραµατικά µέσω τεχνητών διεγέρσεων µικρού εύρους της 

κατασκευής δεν είναι γενικά αντιπροσωπευτικές της µεγαλύτερης απόσβεσης που θα 

εκδηλωθεί στον σεισµό ο οποίος προκαλεί εν γένει µεγάλες µετατοπίσεις και εντάσεις, 

πολλές φορές κοντά ή και πέραν του ορίου διαρροής των µελών. 

Εποµένως, στις πλείστες περιπτώσεις, οι χρησιµοποιούµενοι λόγοι απόσβεσης πρέπει 

να βασίζονται σε καταγραφές από πραγµατικές σεισµικές δονήσεις. Από την άλλη όµως, 

καταγεγραµµένα δεδοµένα από ισχυρές σεισµικές διεγέρσεις στις οποίες µέλη της 

κατασκευής έχουν πάθει σηµαντικές διαρροές, θα µας έδιναν συντελεστές απόσβεσης που 

θα περιελάµβαναν και τις απώλειες ενέργειας λόγω των διαρροών αυτών. Αυτοί οι 

συντελεστές δεν θα ήταν χρήσιµοι σε δυναµικές αναλύσεις, καθώς σε αυτές η απώλεια 

ενέργειας λόγω διαρροής λαµβάνεται γενικά υπόψη µέσω µη γραµµικών σχέσεων δύναµης – 

µετατόπισης. Άρα, τα πιο χρήσιµα σε κάθε περίπτωση δεδοµένα όσον αφορά την απόσβεση, 

είναι αυτά που έχουν προέλθει από ισχυρές σεισµικές δονήσεις στις οποίες όµως η 

κατασκευή παρέµεινε στην ελαστική περιοχή. Τέτοια στοιχεία είναι γενικά δύσκολο να 

βρεθούν, καθώς αφενός λίγες κατασκευές έχουν εγκατεστηµένους µόνιµους 

επιταχυνσιογράφους έτοιµους να καταγράψουν την απόκριση όταν συµβεί ο σεισµός και 

αφετέρου οι ισχυροί σεισµοί σπανίζουν. Αν δεν υπάρχουν αντίστοιχες καταγραφές, τότε 

προτείνονται οι τιµές του πίνακα 4.1 που ακολουθεί. Οι µικρότερες τιµές σε κάθε 

υποπερίπτωση µπορούν να χρησιµοποιηθούν για συνήθεις συµβατικές κατασκευές, ενώ οι 

µεγαλύτερες τιµές για µεγαλύτερες και πιο σηµαντικές κατασκευές οι οποίες πρέπει να 

σχεδιαστούν πιο συντηρητικά. 
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Πίνακας 4.1. Προτεινόµενες τιµές του συντελεστή απόσβεσης 

Επίπεδο τάσης Είδος και κατάσταση 
της κατασκευής 

Συντελεστής απόσβεσης 
(%) 

   
 Συγκολλητός χάλυβας 
 Προεντεταµένο σκυρόδεµα 
 Οπλισµένο σκυρόδεµα (µε µικρή ρηγµάτωση) 

2-3 
Τάση λειτουργίας, 

όχι µεγαλύτερη από το 

2
1  της τάσης διαρροής 

 Οπλισµένο σκυρόδεµα µε αρκετή ρηγµάτωση 3-5 

  Χάλυβας µε κοχλιώσεις ή υλώσεις 
 Ξύλινες κατασκευές µε κοχλιωτές ή 
καρφωτές συνδέσεις 

5-7 

   
Στο όριο διαρροής ή 

µόλις λίγο πάνω από αυτό 
 Συγκολλητός χάλυβας 
 Προεντεταµένο σκυρόδεµα (χωρίς ολική 
απώλεια της προέντασης) 

5-7 

  Προεντεταµένο σκυρόδεµα, µε ολική 
απώλεια της προέντασης 7-10 

  Οπλισµένο σκυρόδεµα 7-10 
 

 Χάλυβας µε κοχλιώσεις ή υλώσεις 
 Ξύλινες κατασκευές µε κοχλιωτές συνδέσεις 10-15 

  Ξύλινες κατασκευές µε καρφωτές συνδέσεις 15-20 
Πηγή: N. M. Newmark, and W. J. Hall, Eathquake Spectra and Design, 
Earthquake Engineering Research Institute, Berkeley, California, 1982. 

 

Οι προτεινόµενες τιµές απόσβεσης του παραπάνω πίνακα µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν απευθείας για γραµµικές αναλύσεις κατασκευών µε τυπική απόσβεση. 

 

4.4.1 Τυπική απόσβεση (Classical damping) 
 

Η τυπική απόσβεση είναι µία κατάλληλη εξιδανίκευση όταν στο εξεταζόµενο σύστηµα οι 

ιδιότητες απόσβεσης είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένες σε όλη την κατασκευή, όπως λόγου 

χάρη στην περίπτωση ενός πολυώροφου πλαισίου µε ενιαία κατασκευαστική διάταξη και το 

ίδιο υλικό καθ’ όλο το ύψος του. Όπως είδαµε στις παραγράφους 4.3.8 και 4.3.10, όταν το 

σύστηµα έχει τυπική απόσβεση, το µητρώο C είναι διαγώνιο και οι διαφορικές εξισώσεις 

κίνησης µπορούν να µετασχηµατιστούν σε ισοδύναµες µη συζευγµένες εξισώσεις, οπότε το 
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πολυβάθµιο σύστηµα µπορεί να αντιµετωπιστεί ως ένα σύνολο µονοβαθµίων συστηµάτων 

µε τη µέθοδο της υπέρθεσης των ιδιοµορφών. 

Ας θεωρήσουµε ότι το µητρώο απόσβεσης είναι ανάλογο του µητρώου µάζας ή του 

µητρώου δυσκαµψίας της κατασκευής, δηλαδή: 
 

  kacήmac 10 ==  

 

όπου οι όροι a0 και a1 έχουν διαστάσεις sec-1 και sec αντίστοιχα. Αποδεικνύεται εύκολα 

µέσω των σχέσεων ορθογωνικότητας (4.43) ότι και για τις δύο παραπάνω θεωρήσεις όσον 

αφορά το µητρώο απόσβεσης c, το προκύπτον µητρώο C είναι διαγώνιο, εποµένως τα δύο 

παραπάνω µητρώα αποτελούν τυπικά µητρώα απόσβεσης. Οι δύο παραπάνω θεωρήσεις, 

αντιπροσωπεύουν τα δύο µοντέλα απόσβεσης του σχήµατος 4.4 για την περίπτωση ενός 

επίπεδου πολυώροφου πλαισίου. 

(α)

a0m 1 m 1

a0m 2 m 2

a0m 3 m 3

k2

u 1

k1

(β)

a1k1

k3

u 2

u 3

a1k2

a1k3

 
 

(α) Για την περίπτωση της απόσβεσης της ανάλογης µε τη µάζα, η γενικευµένη 

απόσβεση θα δίνεται από τη σχέση: 
 

  n0n MaC =  

 

ενώ ο αντίστοιχος λόγος απόσβεσης για την n ιδιοµορφή, θα είναι: 
 

  
n

0

nn

n
n

1
2

a
M2
C

ω
=

ω
=ζ  

 

Σχήµα 4.4. (α) Απόσβεση ανάλογη της µάζας.  (β) Απόσβεση ανάλογη της δυσκαµψίας 

(4.71)

(4.72)

(4.73)
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Σύµφωνα µε τις παραπάνω σχέσεις, ο συντελεστής απόσβεσης είναι αντιστρόφως 

ανάλογος της ιδιοσυχνότητας ωn. Μπορούµε αρχικά να επιλέξουµε κατάλληλα την 

παράµετρο a0, ούτως ώστε σύµφωνα µε τη σχέση (4.73), να έχουµε σε κάποια ιδιοµορφή, 

έστω i, τον επιθυµητό λόγο απόσβεσης ζi. Εποµένως, 
 

  ii0 2a ωζ=  

 

Για κάθε µία από τις υπόλοιπες Ν-1 ιδιοµορφές, ο λόγος απόσβεσης θα προκύψει 

σύµφωνα µε τη σχέση (4.73). 

 

(β) Για την περίπτωση της απόσβεσης της ανάλογης µε τη δυσκαµψία, η γενικευµένη 

απόσβεση θα δίνεται από τη σχέση:  
 

  n
2
n1n MaC ω=  

 

ενώ ο αντίστοιχος λόγος απόσβεσης για την n ιδιοµορφή, θα είναι: 
 

  n
1

nn

n
n 2

a
M2
C

ω=
ω

=ζ  

 

Σε αυτήν την περίπτωση, ο λόγος απόσβεσης είναι ανάλογος της ιδιοσυχνότητας ωn. 

Μπορούµε αντίστοιχα µε την περίπτωση (α) να επιλέξουµε κατάλληλα την παράµετρο a1, 

έτσι ώστε σύµφωνα µε τη σχέση (4.76), να έχουµε σε κάποια ιδιοµορφή j, τον επιθυµητό 

λόγο απόσβεσης ζj. Εποµένως, 
 

  
j

j
1

2
a

ω

ζ
=  

 

Για κάθε µία από τις υπόλοιπες Ν-1 ιδιοµορφές, ο λόγος απόσβεσης θα προκύψει σύµφωνα 

µε τη σχέση (4.76). 
 

Τα µητρώα απόσβεσης που περιγράφονται από τις σχέσεις (4.71) δεν είναι απολύτως 

κατάλληλα για την ανάλυση πολυβαθµίων συστηµάτων στην πράξη. Και αυτό γιατί οι 

συσχετίσεις που παρέχουν µεταξύ των λόγων απόσβεσης ζn και των ιδιοσυχνοτήτων ωn δεν 

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)
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ανταποκρίνονται κατά πολύ στις πειραµατικές καταγραφές, σύµφωνα µε τις οποίες µπορεί 

περισσότερες ιδιοµορφές να εµφανίζουν περίπου τους ίδιους λόγους απόσβεσης ζ. Μία 

θεώρηση που προσεγγίζει καλύτερα την πραγµατικότητα είναι αυτή της απόσβεσης 

Rayleigh, σύµφωνα µε την οποία: 
 

  kamac 10 +=  

 

Ο λόγος απόσβεσης για την ιδιοµορφή n, σύµφωνα µε τη θεώρηση αυτή, θα δίνεται 

από τη σχέση: 
 

  n
1

n

0
n 2

a1
2

a
ω+

ω
=ζ  

 

Στο σχήµα 4.5 που ακολουθεί, παρουσιάζεται η εξάρτηση του λόγου απόσβεσης ζ 

από την ιδιοσυχνότητα ω, για κάθε ένα από τα τρία σχήµατα απόσβεσης που εξετάστηκαν. 

Παρατηρούµε ότι το σχήµα του Rayleigh, υπερτερεί έναντι των άλλων δύο σχηµάτων, 

καθώς επιτρέπει µία τιµή του λόγου απόσβεσης ζ να αντιστοιχηθεί σε δύο τιµές της 

ιδιοσυχνότητας ω. 

 

 

Οι συντελεστές a0 και a1, µπορούν να υπολογιστούν αντίστοιχα µε τα προηγούµενα, 

βάση των επιθυµητών λόγων απόσβεσης ζi και ζj για δύο από τις Ν ιδιοµορφές. Στη συνήθη 

(4.78)

(4.79)

Σχήµα 4.5. ∆ιάγραµµα ζ = f(ω), για κάθε ένα από τα εξεταζόµενα σχήµατα απόσβεσης 

Ιδιοσυχνότητα ω

Λ
όγ
ος

 α
π
όσ

βε
ση

ς 
ζ

c = a0m+a1k 

(α) c = a0m 

(β) c = a1k 
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περίπτωση που θα επιλεγούν ίδιοι συντελεστές απόσβεσης ζi = ζj = ζ και για τις δύο αυτές 

ιδιοµορφές, οι συντελεστές αυτοί θα δίνονται από τις σχέσεις: 
 

  
ji

1
ji

ji
0

2aκαι
2

a
ω+ω

ζ=
ω+ω

ωω
ζ=  

 

Η απόσβεση Rayleigh είναι µία αρκετά αποδοτική µεθοδολογία που χρησιµοποιείται 

ευρέως στην πράξη, καθώς µας παρέχει τη δυνατότητα επιλογής των λόγων απόσβεσης για 

δύο ιδιοµορφές. Οι ιδιοµορφές αυτές πρέπει να επιλεγούν κατά τέτοιο τρόπο ώστε να 

εξασφαλιστούν λογικές τιµές απόσβεσης και για τις υπόλοιπες ιδιοµορφές που συµµετέχουν 

στην απόκριση του συστήµατος. 

Με άλλα αντίστοιχα και περισσότερο πολύπλοκα σχήµατα, µπορούµε να 

συµπεριλάβουµε στην επιλογή των λόγων απόσβεσης και περισσότερες από δύο τιµές, οπότε 

θα έχουµε στις σχέσεις και περισσότερες από δύο σταθερές ai. 

 

4.4.2 Μη τυπική απόσβεση (Nonclassical damping) 
 

Η υπόθεση της τυπικής απόσβεσης, όπως διατυπώθηκε στις προηγούµενες παραγράφους, 

δεν ενδείκνυται όταν το εξεταζόµενο σύστηµα αποτελείται από διάφορα µέρη, τα οποία 

παρουσιάζουν µεγάλες διακυµάνσεις στην απόσβεσή τους. Χαρακτηριστική τέτοια 

περίπτωση είναι το σύστηµα κατασκευής – εδάφους, στο οποίο η µεν κατασκευή 

παρουσιάζει λόγους αποσβέσεως της τάξεως του 2-5%, το δε έδαφος της τάξεως του 15-

20%. Στις περιπτώσεις αυτές, αν και η υπόθεση της τυπικής απόσβεσης µπορεί να είναι 

λογική για την κατασκευή ή για το έδαφος ξεχωριστά, δεν είναι κατάλληλη για το σύστηµα 

των δύο. 

Στις περιπτώσεις αυτές, γίνεται η υπόθεση της τυπικής απόσβεσης για κάθε ένα από 

τα δύο υποσυστήµατα και στη συνέχεια, το µητρώο απόσβεσης όλου του συστήµατος 

µορφώνεται µε κατάλληλη σύνδεση των δύο υποµητρώων. 

(4.80)
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5
Μέθοδοι άµεσης ολοκλήρωσης 

 
 

5.1 Εισαγωγή 
 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο, είδαµε πως διατυπώνεται το πρόβληµα της δυναµικής 

ισορροπίας και πώς µπορεί να επιλυθεί αυτό, αν πληρεί κάποιες προϋποθέσεις, µέσω 

κατάλληλου µετασχηµατισµού του και χρήση της µεθόδου της υπέρθεσης των ιδιοµορφών. 

H µέθοδος των ιδιοµορφών, µπορεί να εφαρµοστεί για τη δυναµική ανάλυση γραµµικών 

ελαστικών συστηµάτων που εµφανίζουν τυπική απόσβεση. Μία άλλη κατηγορία µεθόδων 

επίλυσης των διαφορικών εξισώσεων που διέπουν την κίνηση ενός µονοβαθµίου ή 

πολυβαθµίου συστήµατος υποβαλλόµενου σε δυναµικές φορτίσεις είναι οι µέθοδοι άµεσης 

ολοκλήρωσης (Direct integration methods). Οι µέθοδοι αυτές είναι πιο γενικές, καθώς 

µπορούν να εφαρµοστούν τόσο για δυναµικές αναλύσεις γραµµικών συστηµάτων µε τυπική 

ή µη απόσβεση, όσο και για µη γραµµικές δυναµικές αναλύσεις. Σύµφωνα µε τις µεθόδους 

αυτές, η µητρωική διαφορική εξίσωση κίνησης 
 

  )t(pukucum =⋅+⋅+⋅ &&&  

 

ολοκληρώνεται µε τη χρήση κάποιας αριθµητικής βήµα προς βήµα διαδικασίας. Λόγω της 

ισχύος και της εν γένει γενικότητας των µεθόδων αριθµητικής ολοκλήρωσης, οι διαφορικές 

εξισώσεις µπορούν να είναι σε οποιαδήποτε µορφή, συζευγµένες ή µη. Έτσι, ο όρος “άµεση” 

υποδηλώνει ότι πριν την αριθµητική ολοκλήρωση δεν απαιτείται µετασχηµατισµός των 

αρχικών διαφορικών εξισώσεων κίνησης σε κάποια άλλη µορφή. Στην πράξη, υπάρχουν 

(5.1)
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περιπτώσεις που κάποιος µετασχηµατισµός λαµβάνει χώρα, αυτό όµως γίνεται όχι εξαιτίας 

της αδυναµίας των µεθόδων να αντιµετωπίσουν αυτούσιο το αρχικό πρόβληµα, αλλά για τη 

διευκόλυνση των υπολογισµών και τη µείωση του υπολογιστικού κόστους. 

Οι µέθοδοι άµεσης ολοκλήρωσης βασίζονται γενικά σε δύο ιδέες. Καταρχάς, οι 

µέθοδοι αυτές δεν αναζητούν µία λύση η οποία να ικανοποιεί την εξίσωση (5.1) για κάθε 

µεµονωµένη χρονική στιγµή t. Αντίθετα, γίνεται προσπάθεια να ικανοποιηθεί η (5.1) µονάχα 

για κάποιες διακριτές τιµές του χρόνου οι οποίες απέχουν µεταξύ τους κάποιο χρονικό 

διάστηµα ∆t, το οποίο τις περισσότερες φορές λαµβάνεται σταθερό για ευκολία των 

υπολογισµών. Εποµένως, η στατική ισορροπία, η οποία εµπεριέχει και τις επιδράσεις των 

αδρανειακών δυνάµεων και των δυνάµεων απόσβεσης, εξετάζεται µόνο για κάποιες 

διακριτές τιµές του χρόνου. Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι όλες οι τεχνικές επίλυσης που έχουν 

να κάνουν µε στατική ανάλυση, µπορούν να χρησιµοποιηθούν και για τις επιλύσεις που 

απαιτεί κάθε βήµα της διαδικασίας άµεσης ολοκλήρωσης. Η δεύτερη ιδέα στην οποία 

βασίζονται οι µέθοδοι της άµεσης ολοκλήρωσης είναι ότι για κάθε ένα από τα χρονικά 

υποδιαστήµατα ∆t προϋποτίθεται µια µεταβολή µετατοπίσεων, ταχυτήτων και επιταχύνσεων. 

Το είδος της υπόθεσης που γίνεται για τις µεταβολές αυτές, είναι εκείνο που καθορίζει 

τελικά την ακρίβεια, τη σταθερότητα αλλά και το υπολογιστικό κόστος της διαδικασίας 

επίλυσης. Η απόκριση του συστήµατος κατά τη διάρκεια των υποδιαστηµάτων υπολογίζεται 

εποµένως προσεγγιστικά, βάση ενός υποθετικού µηχανισµού αποκρίσεως, χωρίς να 

λαµβάνεται υπόψη η ισορροπία του συστήµατος κατά τα διαστήµατα αυτά. 

 

5.2 Βασικές αρχές των µεθόδων άµεσης ολοκλήρωσης 
 

Σκοπός των µεθόδων άµεσης ολοκλήρωσης είναι η αριθµητική επίλυση της µητρωικής 

διαφορικής εξίσωσης κίνησης (5.1). Το συνολικό χρονικό διάστηµα tολ για το οποίο ζητείται 

η απόκριση του συστήµατος, χωρίζεται σε n υποδιαστήµατα σταθερής διάρκειας ∆t = tολ /n. 

H διέγερση καθορίζεται για κάθε µία από τις εξεταζόµενες διακριτές τιµές του χρόνου ti = 

i⋅∆t, µέσω των τιµών της pi = p(ti). Η απόκριση του συστήµατος )t(uu ii = , )t(uu ii && = , 

)t(uu ii &&&& =  θα βρεθεί επίσης για κάθε διακριτή τιµή του χρόνου. Έστω ότι είναι γνωστή η 

απόκριση iu , iu& , iu&&  του συστήµατος, για τη χρονική στιγµή ti. Η απόκριση αυτή, πρέπει να 

ικανοποιεί την εξίσωση ισορροπίας (5.1), εποµένως: 
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  iiii pukucum =⋅+⋅+⋅ &&&  

 

Οι µέθοδοι άµεσης ολοκλήρωσης µας παρέχουν την απόκριση του συστήµατος για τη 

χρονική στιγµή ti+1, η οποία επίσης ικανοποιεί τη συνθήκη ισορροπίας (5.1):   
 

  1i1i1i1i pukucum ++++ =⋅+⋅+⋅ &&&  

 

Αν εφαρµοστεί σωστά, για i = 0, 1, 2,…,n η βήµα προς βήµα διαδικασία µας δίνει 

την απόκριση του συστήµατος για κάθε εξεταζόµενη διακριτή χρονική στιγµή, οπότε µε τον 

τρόπο αυτό µορφώνεται ο γενικός αλγόριθµος. Οι γνωστές αρχικές συνθήκες για i = 0, µας 

παρέχουν τις απαραίτητες πληροφορίες για την έναρξη της διαδικασίας. Αξίζει να σηµειωθεί 

ότι αρκούν δύο µόνο από τα διανύσµατα 0u , 0u& , 0u&& , για τον πλήρη προσδιορισµό των 

αρχικών συνθηκών, καθώς το τρίτο από αυτά µπορεί να προσδιοριστεί µονοσήµαντα από 

την εξίσωση ισορροπίας (5.2), για τη χρονική στιγµή µηδέν (i = 0). 

Η αριθµητική διαδικασία απαιτεί τρεις µητρωικές εξισώσεις προκειµένου να 

προσδιοριστούν τα άγνωστα διανύσµατα 1iu + , 1iu +& , 1iu +&& . Οι δύο από τις εξισώσεις αυτές 

προκύπτουν είτε από εξισώσεις πεπερασµένων διαφορών για την ταχύτητα και την 

επιτάχυνση, είτε από άλλη υπόθεση που έχει γίνει σχετικά µε τη µεταβολή της απόκρισης 

µεταξύ των διακριτών τιµών του χρόνου. Η τρίτη απαιτούµενη εξίσωση είναι η εξίσωση 

ισορροπίας (5.1), εφαρµοζόµενη για µία επιλεγµένη διακριτή τιµή του χρόνου. Αν επιλεγεί η 

τρέχουσα χρονική στιγµή ti (σχέση 5.2), τότε η χρησιµοποιούµενη µέθοδος καλείται explicit 

method, ενώ αν επιλεγεί η χρονική ti+1 του τέλους κάθε βήµατος(σχέση 5.3), τότε η µέθοδος 

καλείται implicit method. 

Για να είναι µία τέτοια αριθµητική διαδικασία χρήσιµη, πρέπει να ικανοποιεί τα 

παρακάτω κριτήρια: 
 

(i) Να οδηγεί σε σύγκλιση προς την ακριβή λύση του προβλήµατος, καθώς το βήµα 

∆t µικραίνει. 
 

(ii) Να ανταποκρίνεται µε σταθερότητα στην ενδεχόµενη ύπαρξη µικροσφαλµάτων 

στρογγυλοποίησης. 

 
 

(5.2)

(5.3)
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(iii) Να είναι ακριβής, δηλαδή τα υπολογιστικά σφάλµατα να είναι ανεκτά και η 

προκύπτουσα από τη διαδικασία λύση να είναι κοντά στην ακριβή λύση του προβλήµατος. 

 

5.3 Μέθοδος των κεντρικών διαφορών 
 

Η Μέθοδος των κεντρικών διαφορών (Central difference method) βασίζεται σε µία 

προσέγγιση των παραγώγων της µετατόπισης (δηλ. της ταχύτητας και της επιτάχυνσης), 

µέσω της µεθόδου των πεπερασµένων διαφορών. Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή, οι ταχύτητες 

και οι επιταχύνσεις για τη χρονική στιγµή ti, δίνονται από τις σχέσεις: 
 

  
t2
uuu 1i1i

i ∆
−

= −+&  

 

  2
1ii1i

i )t(
uu2uu

∆
+−

= −+&&  

 

Με αντικατάσταση των παραπάνω σχέσεων στην εξίσωση ισορροπίας (5.2), 

παίρνουµε: 
 

  ii2
1ii1i1i1i pku

)t(
uu2u

c
t2
uu

m =+
∆

+−
+

∆
− −+−+  

 

Στην παραπάνω εξίσωση (5.6), τα µεγέθη ui και ui-1 θεωρούνται γνωστά, εποµένως 

µεταφέροντάς τα στο δεξί µέλος της εξίσωσης, έχουµε: 
 

  i21i2i1i2 u
)t(

m2ku
t2

c
)t(

mpu
t2

c
)t(

m








∆

−−







∆

−
∆

−=







∆

+
∆ −+  

 

ή   i1i p̂uk̂ =+  

όπου  
t2

c
)t(

mk̂ 2 ∆
+

∆
=  

και  i21i2ii u
)t(

m2ku
t2

c
)t(

mpp̂ 







∆

−−







∆

−
∆

−= −  

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.10)

(5.9)

(5.8)

(5.7)
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Από τη σχέση (5.8), µπορεί να υπολογιστεί το άγνωστο διάνυσµα ui+1. Το διάνυσµα 

αυτό όπως είδαµε, υπολογίζεται χωρίς τη χρήση της εξίσωσης ισορροπίας για τη χρονική 

στιγµή ti+1 (σχέση 5.2). Οι ελαστικές δυνάµεις και οι δυνάµεις απόσβεσης υπολογίζονται 

βάση των γνωστών µετατοπίσεων ui και ui-1 και των γνωστών ταχυτήτων iu&  και 1iu −& . 

Τέτοιες µέθοδοι καλούνται, όπως προειπώθηκε, explicit methods. 

Όπως είδαµε, για να υπολογιστεί το µέγεθος ui+1, απαιτείται να είναι γνωστά τα 

µεγέθη ui και ui-1. Εποµένως, για το πρώτο βήµα, απαιτείται εκτός από τη γνωστή αρχική 

µετατόπιση u0 και το µέγεθος u-1, το οποίο δεν έχει µεν φυσική σηµασία, χρειάζεται όµως 

προκειµένου να γίνουν οι αριθµητικοί υπολογισµοί. Αυτό µπορεί να βρεθεί, αν τεθεί i = 0 

στις σχέσεις (5.4) και (5.5), οπότε παίρνουµε:  

 

  0

2

001 u
2
)t(utuu &&&

∆
+⋅∆−=−  

 

Αν θεωρήσουµε ότι οι αρχικές συνθήκες 0u  και 0u&  είναι γνωστές, τότε η αρχική 

επιτάχυνση 0u&&  που υπεισέρχεται στην παραπάνω σχέση, µπορεί να υπολογιστεί από την 

εξίσωση ισορροπίας (5.2), για i = 0: 
 

  
m

kuucp
u 000

0
−−

=
&

&&  

 

Ένα σηµαντικό στοιχείο που αφορά τη µέθοδο των κεντρικών διαφορών είναι ότι για 

να δώσει λογικά αποτελέσµατα, πρέπει το χρονικό βήµα ∆t που έχει επιλεγεί να είναι αρκετά 

µικρό, και συγκεκριµένα µικρότερο µίας κρίσιµης τιµής Tcr. Σε διαφορετική περίπτωση η 

διαδικασία θα παρουσιάσει αστάθεια. Η απαίτηση που τίθεται για την ευστάθεια, είναι: 
 

  
π

=∆≤∆ n
cr

T
tt  

 

όπου Tn είναι η µικρότερη ιδιοπερίοδος του συστήµατος. Στην πράξη, η εξίσωση (5.13) 

πολλές φορές δεν επιβάλλει ιδιαίτερα µικρές τιµές του ∆t, όµως για λόγους ακρίβειας των 

υπολογισµών, το βήµα αυτό πρέπει εν γένει να έχει αρκετά µικρή τιµή. Άλλωστε, στην 

περίπτωση δυναµικών καταπονήσεων λόγω σεισµού, το βήµα ∆t απαιτείται να είναι της 

(5.11)

(5.12)

(5.13)
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τάξης του 0.01 έως 0.02 sec, ώστε να καθοριστεί µε ακρίβεια η εδαφική επιτάχυνση. Τέτοιες 

µέθοδοι, οι οποίες παρουσιάζουν ευστάθεια µόνο όταν το βήµα ∆t είναι µικρότερο από 

κάποια τιµή, καλούνται υπό όρους ευσταθείς µέθοδοι (conditionally stable methods). Το 

υπολογιστικό κόστος της ανάλυσης είναι περίπου ανάλογο µε το πλήθος των απαιτούµενων 

βηµάτων της διαδικασίας χρονικής ολοκλήρωσης και εποµένως αντιστρόφως ανάλογο µε το 

βήµα ∆t αυτής. Αυτό σηµαίνει πρακτικά ότι αν σε κάποια ανάλυση το βήµα επιλεγεί m 

φορές µεγαλύτερο, τότε το υπολογιστικό κόστος θα γίνει m φορές µικρότερο. 

Στον πίνακα 5.1 που ακολουθεί, παρουσιάζεται συνοπτικά η µέθοδος των κεντρικών 

διαφορών, βήµα προς βήµα, όπως µπορεί να εφαρµοστεί σε ένα πρόγραµµα Η/Υ. 

 

Πίνακας 5.1. Μέθοδος των κεντρικών διαφορών: Γραµµικά συστήµατα 

1. Αρχικοί υπολογισµοί 

 1.1 Μόρφωσε το µητρώο δυσκαµψίας k, το µητρώο µάζας m και το µητρώο απόσβεσης c. 

 1.2 Καθόρισε τις αρχικές συνθήκες 0u , 0u& , 0u&& . 

 1.3 Επέλεξε το βήµα του χρόνου ∆t, ∆t < ∆tcr 

 
1.4 Υπολόγισε το 0

2

001 u
2
)t(utuu &&&

∆
+⋅∆−=−  

 1.5 Μόρφωσε το ενεργό µητρώο δυσκαµψίας: 

c
t2

1m
)t(

1k̂ 2 ∆
+

∆
=  

 1.6 Υπολόγισε τα µητρώα: 

 m
)t(

2kb,c
t2

1m
)t(

1a 22 ∆
−=

∆
−

∆
=  

2. Υπολογισµοί για κάθε χρονικό βήµα i. 

 2.1 Υπολόγισε το ενεργό φορτίο: i1iii buaupp̂ −−= −  

 
2.2 Λύσε την εξίσωση: K=⇒= ++ 1ii1i up̂uk̂  

 2.3 Αν χρειάζεται: 

)uu2u(
)t(

1u),uu(
t2

1u 1ii1i2ii1ii −++ +−
∆

=−
∆

= &&&  

3. Επανάληψη της διαδικασίας για κάθε επόµενο βήµα.  
 3.1 Αντικατέστησε το i µε το i+1 και επανέλαβε τα βήµατα 2.1 έως 2.3 
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Άλλες διατυπώσεις τις µεθόδου, χρησιµοποιούν το ενεργό µητρώο µάζας αντί του 

ενεργού µητρώου δυσκαµψίας στους υπολογισµούς τους, ή εισάγουν βοηθητικές µεταβλητές 

προκειµένου να κάνουν πιο ξεκάθαρους τους αριθµητικούς υπολογισµούς. Σε κάθε 

περίπτωση όµως, οι διαφοροποιήσεις αυτές πραγµατοποιούνται σε καθαρά υπολογιστικό 

επίπεδο, χωρίς να αλλάζει κάτι επί της ουσίας της διαδικασίας, και εποµένως το προκύπτον 

αποτέλεσµα είναι το ίδιο. 

Όπως προειπώθηκε, οι µέθοδοι άµεσης ολοκλήρωσης είναι σε θέση να επιλύσουν 

οποιοδήποτε δυναµικό πρόβληµα αυτούσιο, δηλαδή χωρίς να έχει γίνει πρώτα 

µετασχηµατισµός των αρχικών διαφορικών εξισώσεων σε άλλη µορφή. Συχνά στην πράξη 

όµως, για ευκολία των υπολογισµών αλλά και για µείωση του αριθµητικού σφάλµατος και 

όταν το πρόβληµα το επιτρέπει, πραγµατοποιείται σε αντιστοιχία µε την µέθοδο των 

ιδιοµορφών, µετασχηµατισµός των εξισώσεων στις φυσικές συντεταγµένες του συστήµατος. 

Εποµένως, αντί για τις µετατοπίσεις ui, τίθενται στη διαδικασία ως άγνωστα τα γενικευµένα 

µεγέθη qi της σχέσης u = Φq. 

 

5.3 Μέθοδος Newmark 
 

Το 1959, ο N. M. Newmark, ανέπτυξε µία οικογένεια αριθµητικών βήµα προς βήµα 

µεθόδων, οι οποίες βασίζονται στις παρακάτω εξισώσεις: 
 

  1iii1i utu]t)1[(uu ++ ⋅∆γ+∆γ−+= &&&&&&  
 

  1i
2

i
2

ii1i u])t([u])t)(5.0[(utuu ++ ∆β+∆β−+⋅∆+= &&&&&  

 

Οι παράµετροι β και γ επηρεάζουν τον τρόπο που µεταβάλλεται η επιτάχυνση σε ένα 

χρονικό υποδιάστηµα ∆t και καθορίζουν τη σταθερότητα και την ακρίβεια της αριθµητικής 

ολοκλήρωσης. Χαρακτηριστικές τιµές των παραµέτρων αυτών είναι 2
1=γ  και 4

1
6
1 ≤β≤ , οι 

οποίες δίνουν γενικά καλά αποτελέσµατα, τόσο από άποψη ακρίβειας, όσο και από άποψη 

ευστάθειας της µεθόδου. Οι δύο παραπάνω εξισώσεις, µαζί µε την εξίσωση ισορροπίας (5.2) 

για το τέλος του κάθε υποδιαστήµατος, δηλαδή για τη χρονική στιγµή ti+1, µας δίνουν τις 

τρεις απαραίτητες εξισώσεις για την αριθµητική επίλυση του προβλήµατος. Εφόσον η 

ισορροπία εξετάζεται τη χρονική στιγµή ti+1, η µέθοδος Newmark είναι µία implicit method. 

(5.14)

(5.15)
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Το σχήµα της µεθόδου το οποίο πρότεινε αρχικά ο Newmark, είναι αυτό που 

προκύπτει για 2
1=γ  και 4

1=β . H προκύπτουσα µέθοδος για αυτές τις τιµές των 

παραµέτρων, ονοµάζεται µέθοδος µέσης επιταχύνσεως (Average acceleration method). Άλλο 

χαρακτηριστικό ζεύγος τιµών των παραµέτρων είναι το 2
1=γ και 6

1=β , για το οποίο έχουµε 

τη µέθοδο γραµµικής επιτάχυνσης (Linear acceleration method). Για κάθε µία από τις δύο 

αυτές µεθόδους, στον πίνακα 5.2 που ακολουθεί, παρουσιάζεται ο τρόπος µε τον οποίο 

προϋποτίθεται ότι µεταβάλλεται η επιτάχυνση κατά το διάστηµα ∆t, δηλαδή µεταξύ δύο 

διαδοχικών διακριτών τιµών του χρόνου ti και ti+1. Στην πρώτη περίπτωση θεωρούµε ότι η 

επιτάχυνση δεν µεταβάλλεται, αλλά λαµβάνει τη µέση τιµή των iu&&  και 1iu +&&  καθ’ όλο το 

διάστηµα ∆t, σύµφωνα µε τη σχέση (5.16). Στη δεύτερη περίπτωση, θεωρούµε ότι η 

επιτάχυνση µεταβάλλεται γραµµικά ως προς τον χρόνο από την τιµή iu&&  στην τιµή 1iu +&& , 

σύµφωνα µε τη σχέση (5.17). 

 
Πίνακας 5.2. Μέθοδοι µέσης και γραµµικής επιταχύνσεως 

Μέση επιτάχυνση (Average acceleration) Γραµµική επιτάχυνση (Linear acceleration) 

2
1=γ  και 4

1=β . 2
1=γ  και 6

1=β . 

t t

u

i i+1

i+1

iu

t

u

τ  

 

 )uu()(u i1i2
1 &&&&&& +=τ +  (5.16)  )uu(u)(u i1iti &&&&&&&& −+=τ +∆

τ  (5.17)

 )uu(u)(u i1i2i &&&&&& ++=τ +
τ   )uu(uu)(u i1it2ii
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i1i &&&&&& ++= +
∆
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∆
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Στον πίνακα 5.3 που ακολουθεί, παρουσιάζεται συνοπτικά η µέθοδος Newmark, 

βήµα προς βήµα, όπως µπορεί να εφαρµοστεί σε ένα πρόγραµµα Η/Υ. 

 

Πίνακας 5.3. Μέθοδος Newmark: Γραµµικά συστήµατα 

Ειδικές περιπτώσεις 

 (α) Μέθοδος µέσης επιταχύνσεως (Average acceleration method), γ= 2
1 , β= 4

1  

 (β) Μέθοδος γραµµικής επιτάχυνσης (Linear acceleration method), γ= 2
1 , β= 6

1  

1. Αρχικοί υπολογισµοί 

 1.1 Μόρφωσε το µητρώο δυσκαµψίας k, το µητρώο µάζας m και το µητρώο απόσβεσης c. 

 1.2 Καθόρισε τις αρχικές συνθήκες 0u , 0u& , 0u&& . 

 1.3 Επέλεξε το βήµα του χρόνου ∆t και τις παραµέτρους γ και β, για τις οποίες, πρέπει: 
2)5.0(25.0,50.0 γ+≥β≥γ  

 1.4 Μόρφωσε το ενεργό µητρώο δυσκαµψίας: 

m
)t(

1c
t

kk̂ 2∆β
+

∆β
γ

+=  

 1.5 Υπολόγισε τα µητρώα: 

 c1
2

tm
2
1b,cm

t
1a 








−

β
γ

∆+
β

=
β
γ

+
∆β

=  

2. Υπολογισµοί για κάθε χρονικό βήµα i. 

 2.1 iiii ubuapp̂ &&& ++∆=∆  

 2.2 Λύσε την εξίσωση: K=∆⇒∆=∆⋅ iii up̂uk̂  

 2.3 Υπολόγισε τα διανύσµατα: 

iii2i

iiii

u
2
1u

t
1u

)t(
1u

u
2

1tuu
t

u

&&&&&

&&&&

β
−

∆β
−∆

∆β
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







β
γ

−∆+
β
γ

−∆
∆β
γ

=∆

 

 2.4 Υπολόγισε την απόκριση για τη χρονική στιγµή i+1: 

ii1i

ii1i

ii1i

uuu

uuu

uuu

&&&&&&

&&&

∆+=

∆+=

∆+=

+

+

+

 

3. Επανάληψη της διαδικασίας για κάθε επόµενο βήµα.  
 3.1 Αντικατέστησε το i µε το i+1 και επανέλαβε τα βήµατα 2.1 έως 2.4 
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5.4 Άλλες µέθοδοι 
 

Στις δύο προηγούµενες παραγράφους αναφερθήκαµε σε δύο σηµαντικές µεθόδους άµεσης 

ολοκλήρωσης, τη µέθοδο των κεντρικών διαφορών και τη µέθοδο Newmark. Η πρώτη είναι 

η πιο θεµελιώδης και απλή µέθοδος αριθµητικής ολοκλήρωσης, ενώ η δεύτερη είναι η 

µέθοδος που εφαρµόστηκε στα πλαίσια των εφαρµογών της παρούσας διπλωµατικής 

εργασίας. Εκτός από αυτές, υπάρχουν και άλλες γνωστές µέθοδοι άµεσης αριθµητικής 

ολοκλήρωσης, οι οποίες θα παρουσιαστούν συνοπτικά στις επόµενες παραγράφους. 

 

5.4.1 Η µέθοδος Houbolt 
 

H µέθοδος Houbolt (Houbolt method) είναι κατά κάποιον τρόπο συγγενής µε τη µέθοδο των 

κεντρικών διαφορών, µε την έννοια ότι και αυτή βασίζεται σε εκφράσεις πεπερασµένων 

διαφορών προκειµένου να εκφράσει την ταχύτητα και την επιτάχυνση µε όρους της 

µετατόπισης. Οι σχέσεις στις οποίες βασίζεται η µέθοδος αυτή είναι οι εξής: 
 

  ( )2i1ii1i21i uu4u5u2
t
1u −−++ −+−
∆

=&&  

 

  ( )2i1ii1i1i u2u9u18u11
t6

1u −−++ −+−
∆

=&  

 

Η µέθοδος Houbolt διαφοροποιείται σε σχέση µε τη µέθοδο των κεντρικών διαφορών 

σε δύο σηµεία. Πρώτα από όλα, στο ότι λαµβάνει την εξίσωση ισορροπίας κατά τη χρονική 

στιγµή ti+1, πρόκειται εποµένως για µία implicit method, και κατά δεύτερο λόγο στο ότι σε 

αντίθεση µε τη µέθοδο κεντρικών διαφορών, παρουσιάζει άνευ όρων ευστάθεια, είναι 

εποµένως µία άνευ όρων ευσταθής µέθοδος (unconditionally stable method). 

 

5.4.2 Η Wilson θ µέθοδος  
 

H µέθοδος αυτή αναπτύχθηκε από τον E. L. Wilson και αποτελεί µία επέκταση της µεθόδου 

της γραµµικής επιταχύνσεως. Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή, η επιτάχυνση µεταβάλλεται 

γραµµικά για ένα εκτεταµένο χρονικό διάστηµα από t έως tt ∆⋅θ+ , όπου 0.1≥θ . Η 

(5.18)

(5.19)
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ακρίβεια και η ευστάθεια της µεθόδου, εξαρτώνται από την επιλογή της παραµέτρου θ. Για 

0.1=θ , η µέθοδος ανάγεται στη µέθοδο της γραµµικής επιταχύνσεως, όπως την είδαµε σε 

προηγούµενη παράγραφο. 

Έστω ότι το µέγεθος τ καθορίζει την αύξηση του χρόνου για το εκτεταµένο χρονικό 

βήµα, εποµένως t0 ∆⋅θ≤τ≤ . Η επιτάχυνση για το διάστηµα αυτό σύµφωνα µε την Wilson 

θ µέθοδο, θα δίνεται από τη σχέση: 
 

  )uu(
t

uu ttttt &&&&&&&& −
∆⋅θ
τ

+= ∆θ+τ+  

 

Με ολοκλήρωση της παραπάνω σχέσης, παίρνουµε: 
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και  )uu(
t6

1u
2
1uuu ttt

32
tttt &&&&&&& −τ

∆⋅θ
+τ+τ+= ∆θ+τ+  

 

Η Wilson θ µέθοδος είναι µία implicit method. Για 37.1≥θ , η µέθοδος είναι άνευ 

όρων ευσταθής, ενώ η τιµή 42.1=θ  δίνει βέλτιστη ακρίβεια. 

 

5.5 Ευστάθεια των µεθόδων 
 

Η ευστάθεια µίας µεθόδου αριθµητικής ολοκλήρωσης έγκειται γενικά στα ακόλουθα: 
 

(i) Για σχετικά µεγάλες τιµές του βήµατος ∆t (ή καλύτερα του λόγου T/t∆ ), η 

µέθοδος δεν πρέπει να οδηγεί σε ανεξέλεγκτα µεγάλες τιµές της απόκρισης, καθώς σε αυτήν 

την περίπτωση, η ολοκλήρωση των υψηλότερων µορφών αντί να οδηγήσει σε ακριβέστερες 

λύσεις θα προκαλέσει προβλήµατα ευστάθειας στη διαδικασία. 
 

(ii) Τα µικροσφάλµατα που προκαλούνται λόγω της στρογγυλοποίησης των 

αριθµητικών τιµών των µετατοπίσεων, ταχυτήτων και επιταχύνσεων από τον Η/Υ δεν πρέπει 

να “διογκώνονται” κατά τη διαδικασία της ολοκλήρωσης. 
 

(5.20)

(5.21)

(5.22)
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Όπως προειπώθηκε, οι µέθοδοι εκείνες οι οποίες οδηγούν σε καθορισµένη λύση µόνο 

εάν το βήµα ∆t είναι µικρότερο από ένα συγκεκριµένο όριο ευστάθειας, καλούνται υπό 

όρους ευσταθείς µέθοδοι (conditionally stable methods). Από την άλλη, οι µέθοδοι εκείνες οι 

οποίες οδηγούν σε καθορισµένη λύση ανεξάρτητα από την επιλογή του βήµατος ∆t, 

καλούνται άνευ όρων ευσταθείς µέθοδοι (unconditionally stable methods). Η µέθοδος µέσης 

επιταχύνσεως είναι άνευ όρων ευσταθής. Η µέθοδος γραµµικής επιταχύνσεως είναι 

ευσταθής µόνο αν 551.0T/t n <∆ , ενώ η µέθοδος κεντρικών διαφορών είναι ευσταθής µόνο 

για π<∆ /1T/t n . 

Τα κριτήρια ευστάθειας δεν είναι εν γένει περιοριστικά όσον αφορά τη δυναµική 

ανάλυση µονοβαθµίων συστηµάτων, καθώς τις περισσότερες φορές υπερκαλύπτονται από τα 

κριτήρια ακριβείας των µεθόδων. ∆εν ισχύει όµως το ίδιο και για την ανάλυση πολυβαθµίων 

συστηµάτων, στα οποία οι ιδιοπερίοδοι κάποιων ανώτερων µορφών που συµµετέχουν στην 

απόκριση ενδέχεται να είναι πολύ µικρές και εποµένως τα κριτήρια ευστάθειας είναι εκείνα 

τα οποία καθορίζουν στις περιπτώσεις αυτές την τιµή του βήµατος ∆t. Για τον λόγο αυτό, 

στην ανάλυση πολυβαθµίων συστηµάτων χρησιµοποιούνται πιο συχνά άνευ όρων ευσταθείς 

µέθοδοι αριθµητικής ολοκλήρωσης για τις οποίες αρκεί να ικανοποιούνται τα κριτήρια 

ακριβείας. 

 

5.6 Ακρίβεια των µεθόδων 
 

Η ακρίβεια µίας µεθόδου άµεσης ολοκλήρωσης εξαρτάται άµεσα από την επιλογή του 

χρονικού βήµατος ∆t. Παράλληλα, η επιλογή του βήµατος ∆t καθορίζει το πλήθος των 

απαιτούµενων επαναλήψεων, και άρα το συνολικό υπολογιστικό κόστος της διαδικασίας. 

Εποµένως, η επιλογή του ∆t σε κάθε περίπτωση θα πρέπει αφενός να εξασφαλίζει επαρκή 

ακρίβεια στους υπολογισµούς, και αφετέρου να οδηγεί στη λύση µέσα σε εύλογο αριθµό 

επαναλήψεων. 

Αν χρησιµοποιείται ένας αλγόριθµος υπό όρους ευσταθής, τότε το βήµα καθορίζεται 

συχνά από την οριακή τιµή ∆tcr της ευστάθειας. Στην περίπτωση µίας άνευ όρων ευσταθούς 

µεθόδου όµως, το ∆t θα καθοριστεί από τις απαιτήσεις ακριβείας. Ένας κάπως εµπειρικός, 

αλλά αρκετά αποδοτικός τρόπος επιλογής του βήµατος ∆t προκειµένου να εξασφαλιστεί 

επαρκής ακρίβεια είναι ο ακόλουθος: Λύνεται το πρόβληµα για κάποια λογική αρχική τιµή 

του ∆t και στη συνέχεια πραγµατοποιείται νέα επίλυση µε βήµα 2/t∆ . Αν τα αποτελέσµατα 
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των δύο επιλύσεων είναι “επαρκώς” κοντά µεταξύ τους, τότε η αρχική επιλογή του ∆t είναι 

“επαρκώς” ικανοποιητική και ακριβής, ενώ σε αντίθετη περίπτωση πραγµατοποιείται νέα 

επίλυση µε βήµα 4/t∆  κ.ο.κ. ώσπου να επέλθει σύγκλιση. 

Ένα φαινόµενο το οποίο παρουσιάζουν συχνά κάποιες µέθοδοι, όπως η Wilson θ 

µέθοδος, όταν το βήµα ∆t δεν είναι αρκετά µικρό, είναι αυτό της τεχνητής απόσβεσης (Nu-

merical damping). Το φαινόµενο αυτό είναι γενικότερο, γίνεται όµως πιο άµεσα αντιληπτό 

όταν εφαρµοστεί η µέθοδος για ένα σύστηµα χωρίς απόσβεση, υποβαλλόµενο για 

παράδειγµα σε µία αρµονική φόρτιση. Το εύρος της ταλάντωσης, απουσία απόσβεσης, θα 

έπρεπε να παραµένει σταθερό καθ’ όλο το εξεταζόµενο χρονικό διάστηµα. Το αποτέλεσµα 

όµως που λαµβάνουµε από τη διαδικασία της χρονικής ολοκλήρωσης είναι µία ταλάντωση 

στην οποία το εύρος µειώνεται και αντίστοιχα η περίοδος επιµηκύνεται µε τον χρόνο. Αυτός 

ο µηχανισµός µπορεί να θεωρηθεί σαν ένας τύπος τεχνητής αποσβέσεως, η οποία 

προστίθεται στην πραγµατική απόσβεση του συστήµατος. 

Σε κάποιες περιπτώσεις, η επίδραση της τεχνητής απόσβεσης ενδέχεται να µην είναι 

σηµαντική, καθώς η τιµή της µπορεί να ενταχθεί µέσα στα όρια ανακρίβειας προσδιορισµού 

της πραγµατικής απόσβεσης. Σε κάθε περίπτωση όµως, το χρονικό βήµα θα πρέπει να 

επιλέγεται αρκετά βραχύ ώστε η απόκριση όλων των σηµαντικών συνιστωσών µορφών να 

λαµβάνεται χωρίς ιδιαίτερη τεχνητή µείωση. Η σηµαντική µείωση εύρους µπορεί αντίθετα 

να γίνει αποδεκτή για τις συνιστώσες υψηλότερων συχνοτήτων, των οποίων η συνεισφορά 

στη συνολική απόκριση του συστήµατος είναι ούτως ή άλλως µικρή. Με αυτήν την λογική, ο 

µηχανισµός µειώσεως του εύρους µπορεί να θεωρηθεί αντίστοιχος µε την ηθεληµένη 

περικοπή µορφών που εφαρµόζεται στη µέθοδο υπερθέσεως µορφών. 
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6
Εφαρµογές 

 
 

6.1 Γενικά στοιχεία 
 

Στα πλαίσια της παρούσας µεταπτυχιακής εργασίας ασχοληθήκαµε µε τον βέλτιστο 

σχεδιασµό των γεωµετρικών χαρακτηριστικών των διατοµών των κατασκευών, µε την 

ταυτόχρονη παρουσία δύο αντικειµενικών συναρτήσεων, ισχυρά αντιπαλευόµενων µεταξύ 

τους. Οι µέθοδοι βελτιστοποίησης που εξετάστηκαν δεν εφαρµόστηκαν σε µαθηµατικές 

συναρτήσεις, αλλά σε µοντέλα πραγµατικών κατασκευών. ∆εν διερευνήθηκε εποµένως η 

αποδοτικότητα τους απλά ως µαθηµατικές µέθοδοι, αλλά η δυνατότητά τους να δώσουν 

λύση σε πολύπλοκα προβλήµατα βέλτιστου σχεδιασµού κατασκευών, τα οποία 

παρουσιάζουν διαφοροποιήσεις και ιδιαιτερότητες. 

Το πρόβληµα που αντιµετωπίστηκε είναι θεωρητικά αρκετές τάξεις µεγέθους 

δυσκολότερο από ένα απλό πρόβληµα γραµµικής ανάλυσης ενός φορέα, καθώς 

πραγµατοποιήθηκε βελτιστοποίηση και στατική ή και δυναµική ανάλυση ταυτόχρονα, ενώ 

ακόµη ζητήθηκε το πλήρες σετ των κατά Pareto λύσεων του προβλήµατος βελτιστοποίησης 

πολλών αντικειµενικών συναρτήσεων. Οι αναλύσεις σε κάποιες περιπτώσεις χρειάστηκαν 

αρκετές ώρες για να πραγµατοποιηθούν, λόγω της τεράστιας πολυπλοκότητας του 

προβλήµατος, ειδικά στην περίπτωση των δυναµικών αναλύσεων οι οποίες 

πραγµατοποιούµενες µε τη µέθοδο της άµεσης ολοκλήρωσης είναι ιδιαίτερα χρονοβόρες. 

Ο φορέας που εξετάστηκε είναι ένα εξαόροφο χωρικό πλαίσιο από χάλυβα, ενώ οι 

µέθοδοι που χρησιµοποιήθηκαν για τη βελτιστοποίηση είναι οι Στρατηγικές Εξέλιξης 

πολλών µελών (M-ES). Για να προσεγγιστεί το πρόβληµα από µία πιο πρακτική σκοπιά, 
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επιλέχτηκε οι µεταβλητές σχεδιασµού να παίρνουν διακριτές µόνον τιµές. Οι δυναµικές 

αναλύσεις που απαιτούνται για τον έλεγχο των περιορισµών του προβλήµατος σε κάθε βήµα 

της διαδικασίας βελτιστοποίησης έγιναν µε τη µέθοδο της άµεσης χρονικής ολοκλήρωσης. 

Η εύρεση της απόλυτης µαθηµατικής µονάχα λύσης του προβλήµατος δεν ήταν σε 

καµία περίπτωση αυτοσκοπός για την παρούσα µεταπτυχιακή εργασία. Αντίθετα, στόχος 

ήταν η βαθύτερη παραµετρική διερεύνηση του προβλήµατος, η εξέταση των προτερηµάτων 

και των µειονεκτηµάτων των µεθόδων που εφαρµόστηκαν και τελικά η εξαγωγή χρήσιµων 

συµπερασµάτων πάνω στα θέµατα αυτά. 

 

6.2 Φορέας 
 

Ο φορέας που εξετάστηκε αναλύθηκε αρχικά από τους Orbinson et al, το 1982. Πρόκειται 

για ένα εξαόροφο χωρικό πλαίσιο µε 36 κόµβους, 216 βαθµούς ελευθερίας (180 ενεργούς) 

και 63 ραβδωτά στοιχεία διατοµής διπλού ταύ (Ι), χωρισµένα σε 5 οµάδες. Οι δοκοί έχουν 

µήκος 288 in (7.32 m), και τα υποστυλώµατα ύψος 144 in (3.66 m). Το µέτρο ελαστικότητας 

είναι Ε=29000 ksi (200 GPa), ενώ η τάση διαρροής των µελών είναι σy=36 ksi (250 MPa). Ο 

λόγος του Poisson είναι ν=0.30 και εποµένως σύµφωνα µε τη σχέση )1(2
EG ν+= , το µέτρο 

διάτµησης G είναι 11153.8 ksi (76.92 Gpa). 

 

 
 Σχήµα 6.1. Προοπτική άποψη του εξεταζόµενου εξαόροφου πλαισίου 
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 Τα στατικά φορτία µε τα οποία καταπονείται η κατασκευή είναι δύο ειδών: 19.16 

kN/m2 οµοιόµορφο κατακόρυφο φορτίο πάνω σε όλα τα επίπεδα των ορόφων, το οποίο 

κατανέµεται ως συγκεντρωµένο στους κόµβους, και 107 kN οριζόντιο φορτίο, το οποίο 

ασκείται σε κάθε κόµβο στην εµπρός πλευρά της διεύθυνσης x. 

Στο σχήµα 6.1 της προηγούµενης σελίδας, παρουσιάστηκε µία προοπτική 

τρισδιάστατη άποψη της εξεταζόµενης κατασκευής. Στο σχήµα 6.2 που ακολουθεί, δείχνεται 

η πλάγια όψη και η κάτοψη του φορέα. Η αρίθµηση αναφέρεται στην οµαδοποίηση των 

στοιχείων του φορέα σε πέντε οµάδες. 

 

 

 
 

 

 

Σχήµα 6.2. Πλάγια όψη και κάτοψη του εξαόροφου πλαισίου 
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6.3 Στοιχεία που αφορούν τη βελτιστοποίηση 
 

Η βελτιστοποίηση της κατασκευής πραγµατοποιήθηκε µε τις µεθόδους των Στρατηγικών 

Εξέλιξης πολλών µελών (M-ES). Στις επόµενες παραγράφους, θα αναφερθούµε αναλυτικά 

στις παραµέτρους του προβλήµατος βελτιστοποίησης. 

 

6.3.1 Μεταβλητές σχεδιασµού 
 

Οι µεταβλητές σχεδιασµού είναι στο σύνολό τους 10 και λαµβάνουν ακέραιες µόνο τιµές 

(διακριτός βέλτιστος σχεδιασµός). Οι δέκα αυτές µεταβλητές σχεδιασµού αναφέρονται στο 

ύψος h και στο πλάτος b του διπλού ταυ που αντιστοιχεί σε κάθε µία από τις 5 οµάδες 

χαρακτηριστικών των στοιχείων του φορέα. Στον πίνακα 6.1 που ακολουθεί, αναγράφονται 

τα όρια µέσα στα οποία επιτρέπεται να κινηθεί κάθε µεταβλητή σχεδιασµού. 

 
Πίνακας 6.1. Μεταβλητές σχεδιασµού και επιτρεπόµενα όρια κίνησής τους 

Μεταβλητή σχεδιασµού Όρια 

s1 (Ύψος h1) 5 ≤ s1 ≤ 25

s2 (Πλάτος b1) 5 ≤ s2 ≤ 25

s3 (Ύψος h2) 5 ≤ s3 ≤ 25

s4 (Πλάτος b2) 5 ≤ s4 ≤ 25

s5 (Ύψος h3) 5 ≤ s5 ≤ 25

s6 (Πλάτος b3) 5 ≤ s6 ≤ 25

s7 (Ύψος h4) 5 ≤ s7 ≤ 25

s8 (Πλάτος b4) 5 ≤ s8 ≤ 25

s9 (Ύψος h5) 5 ≤ s9 ≤ 25

 

s10 (Πλάτος b5) 5 ≤ s10 ≤ 25  

 

 

Το πάχος του πέλµατος tπ,i και το πάχος του κορµού tκ,i µπορούν να θεωρηθούν 

δευτερεύουσες µεταβλητές σχεδιασµού, καθώς εκφράζονται µέσω των κυρίων µεταβλητών 

σχεδιασµού hi και bi σύµφωνα µε τις σχέσεις: 
 

Σχήµα 6.3. ∆ιατοµή των στοιχείων (∆ιπλό ταυ) 

Ο δείκτης i αναφέρεται στην οµάδα, i=1→5 
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  )10b(10.0h06.0t iii, −⋅+⋅=π  
 

  i,i, t625.0t πκ ⋅=  

 

6.3.2 Αντικειµενικές συναρτήσεις 
 

Ως αντικειµενικές συναρτήσεις για το πρόβληµα βελτιστοποίησης µε πολλαπλά κριτήρια 

επιλέχτηκαν δύο ισχυρά αντιπαλλεύουσες ποσότητες, το βάρος της κατασκευής και η 

µέγιστη οριζόντια µετατόπιση του φορέα υπό τις εκάστοτε φορτίσεις. Όσον αφορά το βάρος 

της κατασκευής, αυτό δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

 

  ∑
=

γ=
gn

1i
iiiW LAF  

 

όπου ng είναι το πλήθος των διαφορετικών οµάδων στοιχείων, γi είναι το ειδικό βάρος του 

υλικού της οµάδας i, Ai είναι το εµβαδόν της διατοµής των στοιχείων της οµάδας i και Li 

είναι το άθροισµα των µηκών των µελών που ανήκουν στην οµάδα i. Εποµένως, στην 

περίπτωσή µας, θα είναι: 
 

  ∑
=

⋅γ=
5

1i
iiW LAF  

 

όπου γ = 0.283 lb/in3 δηλ. 78.5 kN/m3 ή 7.85 t/m3 ή είναι το ειδικό βάρος του χάλυβα. Τα 

µήκη Li δεν αλλάζουν από σχεδιασµό σε σχεδιασµό, αφού εξαρτώνται από τις 

συντεταγµένες των κόµβων του φορέα και όχι από τις διατοµές του. ∆εν ισχύει όµως το ίδιο 

και για τα εµβαδά Αi, τα οποία εκφράζονται συναρτήσει των µεταβλητών σχεδιασµού, 

προκειµένου να υπολογιστεί η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης για κάθε σχεδιασµό. 

Όσον αφορά τη δεύτερη αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος 

βελτιστοποίησης, τη µέγιστη µετατόπιση των κόµβων του φορέα, αυτή υπολογίζεται µε 

ανάλυση µε πεπερασµένα στοιχεία του εκάστοτε σχεδιασµού του φορέα. 

 

(6.3)

(6.4)

(6.1)

(6.2)
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6.3.3 Περιορισµοί 
 

Οι περιορισµοί που τέθηκαν αφορούν τις τάσεις των µελών και τις σχετικές µετατοπίσεις 

µεταξύ των ορόφων. Οι συναρτήσεις περιορισµών των τάσεων συµπεριλαµβάνουν και την 

επίδραση των ροπών και των τεµνουσών δυνάµεων οπότε για την περίπτωση διατοµών 

τύπου διπλού ταυ (τύπου W σύµφωνα µε τον κανονισµό AISC, 1989) οι συναρτήσεις 

περιορισµών τάσεων δίνονται ως αδιάστατοι συντελεστές q από τις σχέσεις: 
 

( ) ( )

1.0 , αν 0.15

1.0 , αν 0.15
1 1

y z
a b b a

y z
a b b a

y z
a m b m b a

y z
a e b e b a

F F F F
q

C C
F F F Fα α

σ σ σ σ

σ σ σ σ
σ σ σ σ


+ + ≤ ≤

= 

 + + ≤ >

′ ′− −

 

 

όπου A
P

a
max=σ  είναι η αξονική τάση, Α είναι το εµβαδόν της διατοµής της οµάδας µελών 

που εξετάζεται και Pmax είναι η µέγιστη ασκούµενη αξονική δύναµη στην συγκεκριµένη 

οµάδα µελών. Κατά αντιστοιχία η καµπτική τάση δίνεται από τη σχέση W
M

b
max=σ , όπου 

Mmax είναι η µέγιστη καµπτική ροπή της συγκεκριµένης οµάδας µελών και W είναι η 

στατική ροπή αδράνειας, η οποία για διατοµές τύπου διπλού ταυ του AISC, δίνεται 

συναρτήσει του εµβαδού της διατοµής από τη σχέση 23A256.0W ⋅= . Με eσ′  συµβολίζεται 

η κατά Euler κρίσιµη τάση λυγισµού διαιρεµένη µε ένα συντελεστή ασφαλείας Cm. Η 

επιτρεπόµενη εφελκυστική τάση δίνεται από τη σχέση ya 60.0F σ⋅= , ενώ η επιτρεπόµενη 

καµπτική τάση δίνεται από τη σχέση yb 66.0F σ⋅= , όπου σy=36 ksi (250 MPa) είναι η τάση 

διαρροής των µελών. 

Οι περιορισµοί στις µετατοπίσεις αφορούν την επιτρεπόµενη σχετική µετατόπιση 

µεταξύ των ορόφων, η οποία λαµβάνεται ως το 1.5 % του ύψους κάθε ορόφου. 

 

6.3.4 Στρατηγικές Εξέλιξης (ES) 
 

Όπως προειπώθηκε, οι µέθοδοι που χρησιµοποιήθηκαν για την επίλυση των 

προβληµάτων βελτιστοποίησης είναι οι µέθοδοι των Στρατηγικών Εξέλιξης. Συγκεκριµένα 

χρησιµοποιήθηκε ένα σχήµα ES πολλών µελών µε 5 γονείς και 5 απογόνους (5+5)ES. Το 

(6.5)
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κριτήριο σύγκλισης της επαναληπτικής διαδικασίας βελτιστοποίησης που επιλέχτηκε είναι 

το κριτήριο ii (βλ. παράγραφο 3.6.3 σχετικά). 

 

6.4 ∆υναµική φόρτιση - Φάσµα σχεδιασµού 
 

Το φάσµα απόκρισης είναι µια πολύ σηµαντική έννοια για τον αντισεισµικό σχεδιασµό και 

χρησιµοποιείται κατά κόρον σήµερα από όλους σχεδόν τους αντισεισµικούς κανονισµούς. 

Αποτελεί µια περιγραφή σεισµικών φορτίων υπολογισµού και αποσκοπεί στην 

ελαχιστοποίηση της εξάρτησης του αντισεισµικού σχεδιασµού από τις ιδιαιτερότητες µίας 

συγκεκριµένης και µοναδικής εδαφικής κίνησης, η οποία είναι µαθηµατικά βέβαιο πως δεν 

πρόκειται να επαναληφτεί η ίδια στο µέλλον. Οι ιδιαιτερότητες των διαφόρων σεισµικών 

κινήσεων αντανακλώνται στην ακανόνιστη µορφή των φασµάτων απόκρισης µε τις 

απότοµες αυξοµειώσεις των φασµατικών τεταγµένων για µικρές µεταβολές της 

ιδιοπεριόδου, όπως επίσης και στις µεγάλες κατά κανόνα διαφορές µεταξύ διαφορετικών 

φασµάτων. Υπάρχουν όµως και ορισµένες γενικές οµοιότητες µεταξύ φασµάτων απόκρισης 

που οφείλονται σε κοινά χαρακτηριστικά σεισµικών κινήσεων. Πέραν τούτου, όλα τα 

φάσµατα απόκρισης τείνουν στα ίδια µεγέθη στις οριακές περιπτώσεις πολύ υψηλών ή πολύ 

χαµηλών συχνοτήτων (ή αντίστοιχα πολύ δύσκαµπτων ή πολύ εύκαµπτων κατασκευών). Οι 

γενικές αυτές οµοιότητες κάνουν δυνατή την κατασκευή φασµάτων σχεδιασµού για µεγάλες 

κατηγορίες σεισµοτεκτονικών και εδαφικών συνθηκών. 

Έγινε προσπάθεια, ώστε τα επιβαλλόµενα στην κατασκευή δυναµικά φορτία να 

ανταποκρίνονται κατά το δυνατόν στην ελληνική πραγµατικότητα. Σύµφωνα µε τον ΕΑΚ 

2000 (Παράρτηµα Α), το ελαστικό φάσµα οριζοντίων σεισµικών κινήσεων του εδάφους 

έναντι περιόδων σε δευτερόλεπτα, δίνεται από τις σχέσεις: 
   









Τ
Τ

⋅−β⋅+⋅γ⋅=
1

01e )1n(1A)t(R  1αν 0 < Τ < Τ  

01e nA)t(R β⋅⋅γ⋅=  1 2αν Τ ≤ Τ ≤ Τ  

32
2

01e nA)t(R 






Τ
Τ

⋅β⋅⋅γ⋅=  2αν Τ > Τ  

 

 

(6.6)
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όπου: 
 

Re(t) Η φασµατική επιτάχυνση 

Τ Η περίοδος σε δευτερόλεπτα 

Τ1, Τ2 Χαρακτηριστικές τιµές του φάσµατος σε µια δευτερόλεπτα 

Α  Η σεισµική επιτάχυνση του εδάφους 

γ1  Ο συντελεστής σπουδαιότητας του δοµήµατος 

β0 = 2.5 Ο συντελεστής φασµατικής ενίσχυσης 

n ∆ιορθωτικός συντελεστής για απόσβεση διαφορετική από 5%, 

ο οποίος δίνεται από τη σχέση: 7.0
2

7n ≥
ζ+

=  

 

Οι παράµετροι Τ1, Τ2, Α, γ1, ζ δίνονται από πίνακες του ΕΑΚ 2000, ανάλογα µε τη 

φύση της κατασκευής, την σπουδαιότητά της, το έδαφος θεµελίωσης, τη σεισµικότητα της 

περιοχής, κ.α. Για την περίπτωσή µας, επιλέχτηκαν οι παρακάτω τιµές των παραµέτρων 

αυτών: 
 

 Τ1 = 0.10 sec 

 T2 = 0.40 sec 

 A= 0.50 g 

 γ1 = 1.00 

 ζ = 2.5 % 
 

Για τις τιµές αυτές, σύµφωνα µε τις σχέσεις (6.6), προκύπτει το ελαστικό φάσµα 

σχεδιασµού πάνω στο οποίο βασίστηκαν οι δυναµικές αναλύσεις, το οποίο παριστάνεται 

γραφικά στο σχήµα 6.4 που ακολουθεί. 
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Σχήµα 6.4. Το ελαστικό φάσµα σχεδιασµού στο οποίο βασίστηκαν οι δυναµικές αναλύσεις 

 

Η σεισµική διέγερση που περιγράφεται από το παραπάνω φάσµα, θεωρήθηκε στις 

αναλύσεις που ακολουθούν ότι δρα κατά τη διεύθυνση x. 

 

6.5 Μέθοδος της άµεσης ολοκλήρωσης 
  

Οι δυναµικές αναλύσεις έγιναν µε µεθόδους άµεσης χρονικής ολοκλήρωσης. Σύµφωνα µε 

τις µεθόδους αυτές, η δυναµική φόρτιση εκφράζεται µέσω ενός επιταχυνσιογραφήµατος και 

η απόκριση της κατασκευής υπολογίζεται µε βήµα προς βήµα ολοκλήρωση των διαφορικών 

εξισώσεων κίνησης. Στις αναλύσεις αυτές χρησιµοποιήθηκε συγκεκριµένα η µέθοδος New-

mark, και προκειµένου να έχουµε άνευ όρων ευστάθεια, επιλέχτηκαν οι τιµές των 

παραµέτρων 2
1=γ  και 4

1=β , που αντιστοιχούν στη µέθοδο της µέσης επιταχύνσεως (βλ. 

παράγραφο 5.3 σχετικά). 

Σύµφωνα µε τον ΕΑΚ 2000 (παρ. Α.4), οι δυναµικές αναλύσεις επιτρέπεται να 

γίνονται µε µεθόδους άµεσης ολοκλήρωσης, µε χρήση πραγµατικών ή συνθετικών 

(τεχνητών) επιταχυνσιογραφηµάτων σχεδιασµού, αρκεί να ικανοποιούνται οι παρακάτω 

απαιτήσεις: 
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(i) Χρησιµοποιούνται τουλάχιστον πέντε διαφορετικά επιταχυνσιογραφήµατα. 
 

(ii) Επιλέγονται ώστε να αντιπροσωπεύουν, κατά το δυνατόν, τις σεισµοτεκτονικές, 

γεωλογικές, εδαφοδυναµικές και εν γένει τοπικές συνθήκες της περιοχής του δοµήµατος. 
 

(iii) Είναι ψηφιοποιηµένα ανά 0.02 sec, το µέγιστο. 
 

(iv) Έχουν διάρκεια σύµφωνη µε τις σεισµοτεκτονικές, γεωλογικές, εδαφοδυναµικές 

και εν γένει τοπικές συνθήκες της τοποθεσίας του δοµήµατος, και οπωσδήποτε τουλάχιστον 

15 δευτερόλεπτα. 
 

(v) Το µέσο φάσµα δηλαδή ο µέσος όρος των φασµάτων των 

επιταχυνσιογραφηµάτων είναι ισοδύναµο µε το φάσµα σχεδιασµού του κανονισµού (σχέσεις 

6.6). 
 

6.5.1 Παραγωγή τεχνητών επιταχυνσιογραφηµάτων 
 

Για να υπάρχει συνέπεια µε τις απαιτήσεις του Ελληνικού Αντισεισµικού Κανονισµού, τα 

επιταχυνσιογραφήµατα µε τα οποία θα φορτιστεί δυναµικά η κατασκευή πρέπει να είναι 

τέτοια ώστε να ικανοποιούν τις απαιτήσεις της παραγράφου 6.5. Η πιο ουσιώδης και 

δύσκολα υλοποιήσιµη απαίτηση είναι φυσικά η πέµπτη, σύµφωνα µε την οποία τα 

επιταχυνσιογραφήµατα αυτά πρέπει να είναι συµβατά µε το φάσµα απόκρισης του 

κανονισµού (σχέσεις 6.6). 

Γνωρίζουµε ότι σε ένα επιταχυνσιογράφηµα αντιστοιχεί ένα µοναδικό φάσµα 

απόκρισης, το οποίο µάλιστα µπορεί να ευρεθεί σχετικά εύκολα µε διαδοχικές συµβατικές 

δυναµικές αναλύσεις ενός µονοβαθµίου συστήµατος για διάφορες τιµές της ιδιοπεριόδου. 

Αντίθετα, σε ένα φάσµα απόκρισης αντιστοιχούν άπειρα το πλήθος επιταχυνσιογραφήµατα, 

τα οποία µπορεί να διαφέρουν µεταξύ τους από λίγο έως πολύ. Η παραγωγή 

επιταχυνσιογραφηµάτων τα οποία να αντιστοιχούν σε ένα δεδοµένο φάσµα σχεδιασµού είναι 

ένα ιδιαίτερα δύσκολο θέµα, για την αντιµετώπιση του οποίου έχουν κατά καιρούς προταθεί 

και εφαρµοστεί διάφορες τεχνικές. Γενικά, το φάσµα των προκυπτόντων από τέτοιες 

διαδικασίες επιταχυνσιογραφηµάτων πλησιάζει µεν το ζητούµενο φάσµα απόκρισης, είναι 

όµως εξαιρετικά απίθανο να ταυτίζεται πλήρως µε αυτό. 
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Στην περίπτωσή µας, για την παραγωγή τεχνητών επιταχυνσιογραφηµάτων 

συµβατών µε το φάσµα απόκρισης του κανονισµού, χρησιµοποιήθηκε το πρόγραµµα 

ηλεκτρονικού υπολογιστή EQSIM. Πρόκειται για ένα πρόγραµµα του τµήµατος Πολιτικών 

Μηχανικών του πανεπιστηµίου του Bristol, γραµµένο σε Fortran 77, το οποίο χρησιµοποιεί 

τον αλγόριθµο των D. Gasparini και E. Vanmarke του πανεπιστηµίου του MIT (1976) και 

αποτελεί βελτιωµένη έκδοση του αρχικού προγράµµατος SIMQKE των δύο αυτών 

ερευνητών. 

Ο αλγόριθµος που χρησιµοποιεί το πρόγραµµα EQSIM για την παραγωγή των 

τεχνητών επιταχυνσιογραφηµάτων είναι επαναληπτικός και βασίζεται στο ότι κάθε 

περιοδική συνάρτηση µπορεί να αναλυθεί σε µία σειρά ηµιτόνων, σύµφωνα µε τη σχέση: 
 

  ∑
=

ϕ+ω=
n

1i
iii )tsin(A)t(X  

 

όπου Ai είναι το πλάτος, ωi είναι η κυκλική συχνότητα και iϕ  είναι η γωνία φάσης του i-

οστού συνεισφέροντος ηµιτόνου. Έχοντας ένα σταθερό διάνυσµα πλατών, υποθέτοντας ότι 

οι συχνότητες ωi διαφέρουν µεταξύ τους κατά µία σταθερή ποσότητα ∆ωi και παράγοντας 

διαφορετικά µεταξύ τους διανύσµατα από γωνίες φάσης, λαµβάνουµε διαφορετικές κινήσεις 

οι οποίες είναι όµοιες σε γενική εµφάνιση (δηλ. σε περιεχόµενο συχνοτήτων), διαφέρουν 

όµως στις “λεπτοµέρειες”. Τα διανύσµατα των γωνιών φάσης παράγονται µε χρήση µίας 

γεννήτριας τυχαίων αριθµών, µε οµοιόµορφη πιθανότητα στο διάστηµα [0, 2π]. Οι 

παραγόµενες από την επαναληπτική αυτή διαδικασία τυχαίες κινήσεις φιλτράρονται εν τέλει 

κατάλληλα ώστε να εξασφαλιστεί µηδενική τελική εδαφική ταχύτητα. Περισσότερες 

πληροφορίες για τον αλγόριθµο και το µαθηµατικό υπόβαθρο πάνω στο οποίο είναι 

κτισµένος, µπορούν να βρεθούν στις βιβλιογραφικές παραποµπές 26, 27, 46. 

Ως δεδοµένα για το πρόγραµµα EQSIM δίνονται το φάσµα σχεδιασµού, το είδος του 

(φάσµα µετατοπίσεων, ταχυτήτων ή επιταχύνσεων) καθώς και κάποιες άλλες παράµετροι, οι 

οποίες έχουν να κάνουν µε τη συνολική διάρκεια των παραγόµενων 

επιταχυνσιογραφηµάτων, το πλήθος των σηµείων µε τα οποία επιθυµούµε να οριστούν αυτά, 

την περιβάλλουσα της έντασης των επιταχυνσιογραφηµάτων σε σχέση µε τον χρόνο (Inten-

sity envelope), κ.α. Όσον αφορά το τελευταίο, το πρόγραµµα µας δίνει τη δυνατότητα 

επιλογής µεταξύ τριών κατανοµών της έντασης, της τραπεζοειδούς (Trapezoidal), της 

εκθετικής (exponential) και της σύνθετης (compound) κατανοµής. 

(6.7)
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Χρησιµοποιώντας το πρόγραµµα EQSIM παράγαµε µία σειρά από τεχνητά 

επιταχυνσιογραφήµατα, στατιστικώς ανεξάρτητα µεταξύ τους, κάθε ένα από τα οποία 

αναφέρεται στο φάσµα σχεδιασµού του σχήµατος 6.4. Επιλέχτηκε η τραπεζοειδής κατανοµή 

της έντασης και έγινε µία ψηφιοποίηση µε 2048 σηµεία, τα οποία απέχουν µεταξύ τους 0.02 

sec, σύµφωνα µε τον κανονισµό, και εποµένως η διάρκεια κάθε επιταχυνσιογραφήµατος 

είναι γύρω στα 40 sec. Από τη σειρά αυτή, επιλέχτηκαν τελικά τρία επιταχυνσιογραφήµατα, 

τα οποία χρησιµοποιήθηκαν για τις δυναµικές αναλύσεις και τον σχεδιασµό. Η επιλογή έγινε 

κατά τέτοιο τρόπο, ώστε τα τρία αυτά επιταχυνσιογραφήµατα να διαφέρουν µεταξύ τους σε 

µορφή και σε περιεχόµενο συχνοτήτων, και να εξασφαλίζουν έτσι “γενική” καταπόνηση του 

φορέα. 

Η χρονοϊστορία των τριών αυτών δυναµικών φορτίσεων παρουσιάζεται σε µορφή 

διαγραµµάτων )t(fu g =&&  στα σχήµατα 6.5, 6.6 και 6.7 που ακολουθούν. Μπορεί να 

παρατηρήσει κανείς, ως µία πρώτη ένδειξη της ορθότητας του αποτελέσµατος, δηλαδή του 

συµβιβαστού µεταξύ των παραγόµενων επιταχυνσιογραφηµάτων µε το φάσµα σχεδιασµού 

του σχήµατος 6.4, ότι η µέγιστη εδαφική επιτάχυνση (peak ground acceleration) σε κάθε ένα 

από τα τρία επιταχυνσιογραφήµατα, είναι περίπου 0.5 g (≅ 5 m/sec2), τιµή ίδια µε αυτήν του 

φάσµατος σχεδιασµού για T=0. Πράγµατι, µία απείρως δύσκαµπτη κατασκευή (Τ=0) δεν 

έχει ελαστικότητα, κινείται εποµένως “µαζί” µε το έδαφος, και κατά συνέπεια η µέγιστη 

επιτάχυνση της κατασκευής αυτής θα είναι ίση µε τη µέγιστη εδαφική επιτάχυνση (max)
gu&& . 
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Σχήµα 6.5. Επιταχυνσιογράφηµα σχεδιασµού Νο 1
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Σχήµα 6.6. Επιταχυνσιογράφηµα σχεδιασµού Νο 2
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Σχήµα 6.7. Επιταχυνσιογράφηµα σχεδιασµού Νο 3
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6.6 Αποτελέσµατα των αναλύσεων 
 

Στόχος των αναλύσεων βελτιστοποίησης που πραγµατοποιήθηκαν στα πλαίσια της 

µεταπτυχιακής αυτής εργασίας, όπως προειπώθηκε, ήταν η διερεύνηση του αντικειµένου της 

βελτιστοποίησης µε την παρουσία πολλών αντικειµενικών συναρτήσεων, η σύγκριση των 

σχετικών µεθόδων και τελικά η εξαγωγή χρήσιµων συµπερασµάτων πάνω στα θέµατα αυτά. 

Ο φορέας εξετάστηκε αρχικά υπό στατικά φορτία και στη συνέχεια υπό στατικά και 

δυναµικά φορτία µαζί. Σε κάθε περίπτωση πραγµατοποιήθηκε µία πλήρης σειρά αναλύσεων 

βελτιστοποίησης µε διάφορες µεθόδους. 

Για τις υπολογιστικές ανάγκες των αναλύσεων, χρησιµοποιήθηκε ένας σύγχρονος 

προσωπικός υπολογιστής µε επεξεργαστή Pentim III στα 800 MHz και µνήµη RAM 196 MB 

του εργαστηρίου Στατικής και Αντισεισµικών Ερευνών του ΕΜΠ. 

 

6.6.1 Αναλύσεις υπό στατικά φορτία 
 

Η πρώτη σειρά αναλύσεων έγινε θεωρώντας µόνο στατική καταπόνηση της κατασκευής. Τα 

στατικά αυτά φορτία είναι δύο ειδών: 19.16 kN/m2 οµοιόµορφο κατακόρυφο φορτίο πάνω 

σε όλα τα επίπεδα των ορόφων, το οποίο κατανέµεται ως συγκεντρωµένο στους κόµβους, 

και 107 kN οριζόντιο φορτίο, το οποίο ασκείται σε κάθε κόµβο στην εµπρός πλευρά της 

διεύθυνσης x. 

 

6.6.1.α Γραµµική µέθοδος των βαρών (Linear weighting method) 
 

Η πρώτη µέθοδος που διερευνήθηκε ήταν η γραµµική µέθοδος των βαρών, σύµφωνα µε την 

οποία το πρόβληµα των πολλών αντικειµενικών συναρτήσεων µετατρέπεται σε έναν αριθµό 

προβληµάτων µίας επαυξηµένης αντικειµενικής συνάρτησης µε τη χρήση κατάλληλων 

συντελεστών (βαρών) w για κάθε κριτήριο. Οι συντελεστές αυτοί στα πλαίσια των 

εφαρµογών, κανονικοποιήθηκαν ώστε το άθροισµά τους να είναι η µονάδα. Έγιναν δύο 

σειρές αναλύσεων, η πρώτη για βήµα ∆w = 0.1, η οποία µας δίνει 11 σηµεία της καµπύλης 

Pareto και η δεύτερη για ∆w = 0.05 η οποία µας δίνει 21 σηµεία της καµπύλης Pareto. Τα 

αποτελέσµατα των αναλύσεων παρουσιάζονται παρακάτω µε τη µορφή διαγραµµάτων. 
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 Βήµα ∆w = 0.10 
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Σχήµα 6.8. Η βέλτιστη λύση (καµπύλη Pareto) για τη γραµµική µέθοδο των βαρών για βήµα ∆w = 0.10 

 

 Βήµα ∆w = 0.05 
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Σχήµα 6.9. Η βέλτιστη λύση (καµπύλη Pareto) για τη γραµµική µέθοδο των βαρών για βήµα ∆w = 0.05 
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 Σύγκριση των δύο περιπτώσεων 
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Σχήµα 6.10. Σύγκριση των δύο προσεγγίσεων ∆w=0.05 και ∆w=0.10 

 

 Συµπεράσµατα – Σχολιασµός της µεθόδου 

 

Παρατηρούµε ότι η λύση που προκύπτει µε τη γραµµική µέθοδο των βαρών έχει την 

αναµενόµενη µορφή µιας καµπύλης Pareto για δύο αντικειµενικές συναρτήσεις 

αντιπαλλευόµενες µεταξύ τους. Στη δεύτερη περίπτωση (∆w = 0.05) παρατηρούµε ότι 

ορισµένα σηµεία της καµπύλης παρουσιάζουν κάποια µικρή απόκλιση. Μια τέτοιου είδους 

συµπεριφορά µπορεί να αποδοθεί σε µια τυχαία πρόωρη σύγκλιση της µεθόδου 

βελτιστοποίησης για τις µεµονωµένες αυτές περιπτώσεις. Πάντως, από τα παραπάνω 

φαίνεται ότι 11 σηµεία (1η περίπτωση) είναι εν γένει αρκετά για τη σωστή περιγραφή της 

καµπύλης Pareto του προβλήµατος. 

 

6.6.1.β Μέθοδος των περιορισµών (Constraint method) 
 

Η δεύτερη µέθοδος που διερευνήθηκε ήταν η µέθοδος των περιορισµών, σύµφωνα µε την 

οποία το πρόβληµα των πολλών αντικειµενικών συναρτήσεων µετατρέπεται σε έναν αριθµό 
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προβληµάτων µίας αντικειµενικής συνάρτησης µε την αντιµετώπιση των υπεράριθµων 

αντικειµενικών συναρτήσεων ως περιορισµούς του προβλήµατος βελτιστοποίησης. Για την 

περίπτωσή µας, δύο είναι οι πιθανές προσεγγίσεις του ζητήµατος: Πρώτον να αντιµετωπιστεί 

το κριτήριο της µετατόπισης ως περιορισµός και αυτό του βάρους ως η µοναδική 

αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος και δεύτερον να αντιµετωπιστεί το κριτήριο του 

βάρους ως περιορισµός και η µετατόπιση ως αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος. 

Στα πλαίσια των εφαρµογών διερευνήθηκαν και οι δύο αυτές περιπτώσεις και παρακάτω 

παρουσιάζονται τα αντίστοιχα αποτελέσµατα. 

 

 Αντικειµενική συνάρτηση: Βάρος W, Περιορισµός: Μετατόπιση ∆ 

 

Πραγµατοποιήθηκαν 11 αναλύσεις βελτιστοποίησης µε µία αντικειµενική συνάρτηση (βάρος 

W) ενώ η µετατόπιση ∆ αντιµετωπίστηκε ως περιορισµός µε αρχική τιµή 3 in, τελική τιµή 

0.50 in και βήµα της διαδικασίας 0.25 in. 
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Σχήµα 6.11. Η βέλτιστη λύση (καµπύλη Pareto) για τη µέθοδο των περιορισµών µε περιορισµό της 

µετατόπισης ∆ 
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 Αντικειµενική συνάρτηση: Μετατόπιση ∆, Περιορισµός: Βάρος W 

 

Πραγµατοποιήθηκαν 10 αναλύσεις βελτιστοποίησης µε µία αντικειµενική συνάρτηση 

(Μετατόπιση ∆) ενώ το βάρος W αντιµετωπίστηκε ως περιορισµός µε αρχική τιµή 300 lb, 

τελική τιµή 120 lb in και βήµα της διαδικασίας 20 lb.  

 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Βάρος W (lb)

Μ
ετ
ατ
όπ

ισ
η 
∆

 (i
n)

 
Σχήµα 6.12. Η βέλτιστη λύση (καµπύλη Pareto) για τη µέθοδο των περιορισµών µε περιορισµό του βάρους W 
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 Σύγκριση των δύο περιπτώσεων 

 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Βάρος W (lb)

Μ
ετ
ατ
όπ

ισ
η 
∆

 (i
n)

Περιορισµός: ∆
Περιορισµός: W

 
Σχήµα 6.13. Σύγκριση των δύο προσεγγίσεων µε περιορισµό ∆ ή W 

 

 Συµπεράσµατα – Σχολιασµός της µεθόδου 

 

Παρατηρούµε ότι η λύση που προκύπτει µε τη µέθοδο των περιορισµών έχει όπως και στην 

προηγούµενη περίπτωση την αναµενόµενη µορφή µιας καµπύλης Pareto για δύο 

αντικειµενικές συναρτήσεις αντιπαλλευόµενες µεταξύ τους. Αξίζει να σηµειωθεί επίσης ότι 

µε τη µέθοδο των περιορισµών στην ουσία πραγµατοποιείται µία σάρωση της καµπύλης 

Pareto είτε οριζόντια (Περιορισµός ∆, 1η περίπτωση) είτε κατακόρυφα (Περιορισµός W, 2η 

περίπτωση), οπότε τα προκύπτοντα σηµεία είναι ισαπέχοντα κατά τον κατακόρυφο ή τον 

οριζόντιο άξονα αντίστοιχα. Οι δύο προσεγγίσεις της µεθόδου έδωσαν πρακτικά το ίδιο 

αποτέλεσµα, συγκρινόµενες στον ίδιο χώρο λύσεων, όµως η δεύτερη µέθοδος δεν µας έδωσε 

το τελικό τµήµα της καµπύλης, καθώς το τµήµα αυτό ουσιαστικά δεν ζητήθηκε (Σάρωση 

του βάρους για τιµές από 300 έως 120). Άλλωστε, όσον αφορά µία καµπύλη Pareto, τα 

σηµεία που ενδιαφέρουν περισσότερο τον µηχανικό είναι τα ενδιάµεσα σηµεία της και όχι 
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τόσο οι περιοχές κοντά στα όριά της καθώς στις περιοχές αυτές “πληρώνεται” πολύ ακριβά 

το ένα από τα δύο κριτήρια για πολύ µικρή σχετικά καλυτέρευση του άλλου κριτηρίου. 

6.6.1.γ Μέθοδος της ελαχιστοποίησης της απόστασης από σηµείο 
 

Η τρίτη µέθοδος που διερευνήθηκε ήταν η µέθοδος της ελαχιστοποίησης της απόστασης από 

σηµείο, σύµφωνα µε την οποία ζητείται η ελαχιστοποίηση της απόστασης µεταξύ του 

επιτευχθέντος πεδίου και κάποιου προεπιλεγµένου σηµείου αναφοράς στο πεδίο των 

κριτηρίων. Ως σηµείο αναφοράς για την περίπτωσή µας θεωρήθηκε το σηµείο 0 (µηδέν). 

∆ιερευνήθηκαν διάφορα σχήµατα της µεθόδου, για τις περιπτώσεις p=1, p=2 (Τετραγωνική 

µέθοδος των βαρών) και p=8. 

 

 p=1 

 

Στην περίπτωση αυτή, η µέθοδος µεταπίπτει στη γραµµική µέθοδο των βαρών η 

οποία εξετάστηκε στην παράγραφο 6.6.1.α. 

 

 p=2 (Τετραγωνική µέθοδος των βαρών) 
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Σχήµα 6.14. Η βέλτιστη λύση (καµπύλη Pareto) για την τετραγωνική µέθοδο των βαρών 
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 p=8 
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Σχήµα 6.15. Η βέλτιστη λύση (καµπύλη Pareto) για τη µέθοδο της ελαχιστοποίησης της απόστασης από σηµείο 

(p = 8) 

 Σύγκριση των τριών περιπτώσεων 
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Σχήµα 6.16. Σύγκριση των τριών προσεγγίσεων p=1, p=2, p=8 
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 Συµπεράσµατα – Σχολιασµός της µεθόδου 

 

Παρατηρούµε ότι η λύση που προκύπτει µε τη µέθοδο της ελαχιστοποίησης της απόστασης 

από σηµείο έχει όπως και στις προηγούµενες περιπτώσεις την αναµενόµενη µορφή. Οι 

περιπτώσεις p=1 (Γραµµική µέθοδος των βαρών) και p=2 (Τετραγωνική µέθοδος των 

βαρών) φαίνεται να δίνουν ένα ξεκάθαρο αποτέλεσµα ενώ η περίπτωση p=8 έδωσε ένα 

ικανοποιητικό αποτέλεσµα, µε πύκνωση όµως των κεντρικών σηµείων και σχετική αραίωση 

στα άκρα. Γενικά, οι µέθοδοι ελαχιστοποίησης της απόστασης από σηµείο που αντιστοιχούν 

σε µεγάλες τιµές των p αν και σύµφωνα µε τη θεωρία µπορούν να δώσουν το πλήρες σετ 

των λύσεων ακόµη και σε δύσκολα µη κυρτά προβλήµατα βελτιστοποίησης µε πολλαπλά 

κριτήρια, ενδέχεται να παρουσιάσουν υπολογιστικά σφάλµατα, λόγω των πολύ µεγάλων 

προκυπτόντων ενδιάµεσων αριθµών (Ύψωση ποσοτήτων στην 8η δύναµη). 

 

6.6.1.δ Σύγκριση των µεθόδων µεταξύ τους 
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Σχήµα 6.17. Σύγκριση των εξεταζόµενων µεθόδων µεταξύ τους (στατική φόρτιση) 
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 Υπολογιστικό κόστος των µεθόδων 

 
Πίνακας 6.1. Απαιτούµενος υπολογιστικός χρόνος για κάθε µέθοδο 

Μέθοδος p=1 p=2 p=8 Περιορισµών ∆ Περιορισµών W

Χρόνος 3min 3sec 3min 28sec 3min 32sec 3min 14sec 3min 5sec 

 

Στον παραπάνω πίνακα αναγράφονται οι απαιτούµενοι υπολογιστικοί χρόνοι για την 

ολοκλήρωση της διαδικασίας για κάθε µέθοδο. Οι παραπάνω χρόνοι αναφέρονται σε ένα 

πλήρες σετ λύσεων του προβλήµατος βελτιστοποίησης πολλαπλών κριτηρίων (11 σηµεία της 

καµπύλης Pareto, δηλαδή 11 απλές αναλύσεις βελτιστοποίησης). Παρατηρούµε ότι η 

γραµµική µέθοδος των βαρών απαίτησε τον ελάχιστο χρόνο σε σχέση µε τις άλλες µεθόδους, 

ενώ για µεγαλύτερες τιµές του εκθέτη p παρατηρήθηκε µία γενική αύξηση στον απαιτούµενο 

υπολογιστικό χρόνο. Η µέθοδος των περιορισµών παρουσίασε καλή συµπεριφορά δίνοντας 

τη βέλτιστη λύση σε τιµές του χρόνου αντίστοιχες µε αυτές της γραµµικής µεθόδου των 

βαρών. 

 

6.6.2 Αναλύσεις υπό στατικά και δυναµικά φορτία 
 

Η δεύτερη σειρά αναλύσεων έγινε θεωρώντας ταυτόχρονη στατική και δυναµική 

καταπόνηση της κατασκευής. Η δυναµική φόρτιση ασκήθηκε µε τη µορφή 

επιταχυνσιογραφηµάτων και για την επίλυση χρησιµοποιήθηκαν µέθοδοι άµεσης 

ολοκλήρωσης των δυναµικών εξισώσεων κίνησης. Λόγω του τεράστιου υπολογιστικού 

κόστους της διαδικασίας επίλυσης παρουσία δυναµικών φορτίων, ζητήθηκαν σε κάθε 

περίπτωση 5 σηµεία της καµπύλης Pareto αντί των 10 ή 11 σηµείων που ζητήθηκαν στην 

περίπτωση των στατικών φορτίων. 
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6.6.2.α Γραµµική µέθοδος των βαρών (Linear weighting method) 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Βάρος W (lb)

Μ
ετ
ατ
όπ

ισ
η 
∆

 (i
n)

 
Σχήµα 6.18. Η βέλτιστη λύση (καµπύλη Pareto) για τη γραµµική µέθοδο των βαρών 

6.6.2.β Μέθοδος των περιορισµών (Constraint method) 
 

 Αντικειµενική συνάρτηση: Βάρος W, Περιορισµός: Μετατόπιση ∆ 
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Σχήµα 6.19. Η βέλτιστη λύση (καµπύλη Pareto) για τη µέθοδο των περιορισµών µε περιορισµό της µετατόπισης 

∆ 
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 Αντικειµενική συνάρτηση: Μετατόπιση ∆, Περιορισµός: Βάρος W 
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Σχήµα 6.20. Η βέλτιστη λύση (καµπύλη Pareto) για τη µέθοδο των περιορισµών µε περιορισµό του βάρους W 

 

 

 Σύγκριση των δύο περιπτώσεων 
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Σχήµα 6.21. Σύγκριση των δύο προσεγγίσεων µε περιορισµό ∆ ή W 
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6.6.2.γ Μέθοδος της ελαχιστοποίησης της απόστασης από σηµείο 
 

 p=1 

 

Στην περίπτωση αυτή, η µέθοδος µεταπίπτει στη γραµµική µέθοδο των βαρών η 

οποία εξετάστηκε στην παράγραφο 6.6.2.α. 

 

 p=2 (Τετραγωνική µέθοδος των βαρών) 
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Σχήµα 6.22. Η βέλτιστη λύση (καµπύλη Pareto) για την τετραγωνική µέθοδο των βαρών 
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 p=8  
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Σχήµα 6.23. Η βέλτιστη λύση (καµπύλη Pareto) για τη µέθοδο της ελαχιστοποίησης της απόστασης από 

σηµείο (p = 8) 
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Σχήµα 6.24. Σύγκριση των τριών προσεγγίσεων p=1, p=2, p=8 
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6.6.2.δ Σύγκριση των µεθόδων µεταξύ τους 
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Σχήµα 6.25. Σύγκριση των εξεταζόµενων µεθόδων µεταξύ τους (Στατική + ∆υναµική φόρτιση) 

6.6.3 Σύγκριση Στατικής ανάλυσης και Στατικής + δυναµικής ανάλυσης 
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Σχήµα 6.26. Σύγκριση στατικής και στατικής + δυναµικής ανάλυσης (Γραµµική µέθοδος των βαρών) 
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Το παραπάνω διάγραµµα αναφέρεται στα αποτελέσµατα των αναλύσεων για στατικά και 

στατικά + δυναµικά φορτία που προέκυψαν µε χρήση της γραµµικής µεθόδου των βαρών. 

Παρατηρούµε ότι λόγω της παρουσίας της δυναµικής φόρτισης, έχουµε ένα “ξεφούσκωµα” 

της καµπύλης Pareto, δηλαδή µία µετατόπισή της προς τα πάνω και δεξιά, µία συµπεριφορά 

η οποία κρίνεται απολύτως αναµενόµενη. Λόγω του πρόσθετου δυναµικού φορτίου, οι 

περιορισµοί του προβλήµατος ικανοποιούνται πλέον δυσκολότερα µε αποτέλεσµα αυτό να 

“πληρώνεται” µε µεγαλύτερα βάρη για την ίδια µετατόπιση ή µε µεγαλύτερες µετατοπίσεις 

για το ίδιο βάρος (σε σχέση πάντοτε µε τη στατική µονάχα φόρτιση). 

Στην περίπτωση της δυναµικής ανάλυσης, το υπολογιστικό κόστος της διαδικασίας 

αυξάνεται κατακόρυφα. Μία πλήρης ανάλυση βελτιστοποίησης – Pareto για την περίπτωση 

της στατικής φόρτισης απαίτησε περίπου 3-4 λεπτά για την ολοκλήρωσή της (εύρεση 11 

σηµείων της καµπύλης Pareto), ενώ ο αντίστοιχος χρόνος για την περίπτωση της στατικής + 

δυναµικής φόρτισης είναι της τάξεως των 12 –14 ωρών (εύρεση 5 σηµείων της καµπύλης 

Pareto). Η αιτία αυτής της τεράστιας διαφοράς είναι οι χιλιάδες γραµµικές αναλύσεις που 

υπεισέρχονται µέσα σε κάθε δυναµική ανάλυση που πραγµατοποιείται µε τη µέθοδο της 

άµεσης ολοκλήρωσης. 

Κατά τα άλλα η συµπεριφορά των µεθόδων στην περίπτωση της ταυτόχρονης 

στατικής και δυναµικής φόρτισης είναι αντίστοιχη µε αυτή της στατικής µονάχα φόρτισης, 

ενώ η µορφή της καµπύλης Pareto του προβλήµατος δεν φαίνεται να διαφοροποιείται 

ιδιαίτερα λόγω της παρουσίας και του δυναµικού φορτίου. 

 

6.6.4 Γενικά συµπεράσµατα της έρευνας – Σχολιασµός των µεθόδων 
 

Παραπάνω παρουσιάστηκαν µε τη µορφή διαγραµµάτων τα αποτελέσµατα των αναλύσεων 

βελτιστοποίησης µε πολλαπλά κριτήρια, τόσο για την περίπτωση της στατικής φόρτισης, 

όσο και για την περίπτωση της ταυτόχρονης παρουσίας στατικού και δυναµικού φορτίου. Οι 

µέθοδοι που χρησιµοποιήθηκαν για την επίλυση του προβλήµατος βελτιστοποίησης µε 

πολλαπλά κριτήρια έδωσαν γενικά αντίστοιχα αποτελέσµατα µεταξύ τους, µε την κάθε µία 

ωστόσο να παρουσιάζει ιδιαιτερότητες, πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα. Από άποψης 

υπολογιστικού χρόνου η απόδοση κάθε µεθόδου συζητήθηκε ήδη στην παράγραφο 6.6.1.δ. 

Η γραµµική µέθοδος των βαρών παρουσίασε γενικά µία σταθερή και αξιόπιστη 

συµπεριφορά. Το κύριο µειονέκτηµα της µεθόδου αυτής θεωρείται το γεγονός ότι δεν 
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µπορεί να µας παρέχει την εγγύηση ότι θα αναπαράγει το πλήρες σετ των κατά Pareto 

βέλτιστων λύσεων σε περιπτώσεις δύσκολων µη κυρτών προβληµάτων βελτιστοποίησης. 

Ωστόσο στην περίπτωση της βελτιστοποίησης των κατασκευών οι περιπτώσεις στις οποίες 

η µέθοδος αποτυγχάνει δεν είναι συνήθεις, πράγµα που φάνηκε και στην πράξη στα πλαίσια 

των εφαρµογών της παρούσας εργασίας. 

Η µέθοδος των περιορισµών παρουσίασε εν γένει καλή συµπεριφορά, κατάφερε να 

περιγράψει πλήρως την κατά Pareto βέλτιστη λύση και έδωσε αποτελέσµατα πολύ κοντινά 

σε αυτά της γραµµικής µεθόδου των βαρών. Η µέθοδος θεωρείται ιδιαίτερα ισχυρή, ειδικά 

για δύσκολα προβλήµατα βελτιστοποίησης, καθώς θεωρητικά έχει τη δυνατότητα να 

αναπαράγει το πλήρες σετ των κατά Pareto βέλτιστων λύσεων ακόµα και σε περιπτώσεις 

πολύπλοκων µη κυρτών προβληµάτων. Ακόµη, η µέθοδος όπως είδαµε µας δίνει την άµεση 

δυνατότητα της ακριβούς “σάρωσης” του πεδίου των λύσεων είτε οριζόντια είτε 

κατακόρυφα, µε τον ορισµό των επιθυµητών περιορισµών για τη 2η αντικειµενική 

συνάρτηση, επιτρέποντας έτσι στον µηχανικό την εκ των προτέρων µορφοποίηση της 

περιγραφής της καµπύλης Pareto σύµφωνα µε τις ανάγκες του εκάστοτε προβλήµατος. 

Η µέθοδος της ελαχιστοποίησης της απόστασης από σηµείο είναι µία ιδιαίτερα 

γενική µέθοδος, ειδική περίπτωση της οποίας (p=1 και ˆ 0z = ) αποτελεί η γραµµική µέθοδος 

των βαρών. Στα πλαίσια των εφαρµογών η µέθοδος έδωσε αποτελέσµατα πολύ κοντά σε 

αυτά των άλλων µεθόδων, απαίτησε όµως λίγο περισσότερο υπολογιστικό χρόνο. Ένα 

µειονέκτηµα της µεθόδου αποτελεί το γεγονός ότι για τιµές του p µεγαλύτερες της µονάδας, 

είναι πολύ πιθανό τα προκύπτοντα σηµεία που περιγράφουν την καµπύλη Pareto να µην 

είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένα σε όλο τον χώρο των λύσεων αλλά να παρουσιάζεται µία 

σχετική πύκνωσή τους σε κάποιες περιοχές. Κατά τα άλλα, θεωρητικά για τιµές του p≥2 η 

µέθοδος είναι σε θέση να αναπαράγει το πλήρες σετ των λύσεων ακόµη και σε περιπτώσεις 

πολύπλοκων µη κυρτών προβληµάτων. 

Ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης µε πολλές αντικειµενικές συναρτήσεις οδηγεί όπως 

είδαµε σε µία οµάδα βέλτιστων λύσεων (Βέλτιστες λύσεις Pareto). Ωστόσο, όσον αφορά 

ένα πρόβληµα της µηχανικής των κατασκευών, µια τέτοια οικογένεια λύσεων δεν έχει 

άµεση πρακτική εφαρµογή καθώς ο µηχανικός χρειάζεται να καθορίσει τελικά µια µοναδική 

λύση - σχεδιασµό προς υλοποίηση. Το δεδοµένο είναι ότι αυτή η µοναδική λύση που θα 

επιλεγεί τελικά από τον µηχανικό πρέπει να αντιστοιχεί οπωσδήποτε σε κάποιο σηµείο της 

καµπύλης Pareto, ώστε να µην υστερεί µαθηµατικά από άλλες λύσεις. Το ερώτηµα που 

τίθεται εποµένως είναι πιο από τα σηµεία της καµπύλης αυτής είναι το καταλληλότερο ως 
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µοναδική λύση προς υλοποίηση για το εκάστοτε πρόβληµα. Ο µηχανικός θα πρέπει τελικά 

να σταθµίσει τη βαρύτητα που θα δώσει σε κάθε κριτήριο στον σχεδιασµό του, ώστε να 

βρεθεί η λύση εκείνη µεταξύ των βέλτιστων κατά Pareto λύσεων που θα ανταποκρίνεται 

καλύτερα στις απαιτήσεις του. Γενικά πάντως, µπορεί να ειπωθεί ότι τα κεντρικά σηµεία 

µίας καµπύλης Pareto είναι στις περισσότερες περιπτώσεις τα πιο συµφέροντα ως τελικές 

επιλογές γιατί οι λύσεις που αντιστοιχούν στα άκρα της καµπύλης “κοστίζουν” ακριβά όσον 

αφορά το ένα από τα δύο κριτήρια, για σχετικά µικρή καλυτέρευση του άλλου κριτηρίου, 

κάνοντάς τις έτσι κατά κάποιο τρόπο ασύµφορες. 

Το αντικείµενο του βέλτιστου σχεδιασµού των κατασκευών µε την παρουσία 

πολλαπλών αντικειµενικών συναρτήσεων είναι ακόµα ερευνητικά σε πρώιµα στάδια, ιδίως 

στο επίπεδο των κατασκευών µεγάλης κλίµακας. Ωστόσο δείχνει να έχει πολύ µέλλον 

µπροστά του, καθώς το σχετικό ερευνητικό ενδιαφέρον είναι τον τελευταίο καιρό αυξηµένο, 

οι µέθοδοι επίλυσης απλών προβληµάτων βελτιστοποίησης γίνονται όλο και πιο αποδοτικές 

ενώ παράλληλα η τεχνολογία των υπολογιστών µας παρέχει όλο και πιο ισχυρά εργαλεία 

για την αντιµετώπιση τέτοιων δύσκολων προβληµάτων της υπολογιστικής µηχανικής.  
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